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“Nao desisti pois tive ajuda”
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Resumo

Nos tltimos anos, varios pesquisadores tais como: A. Bodin, A. Dimca, A. Durfee, A. Jac-
quemard, A. Menegon Neto, A. Némethi, A. Pichon, A. Verjovsky, A. Zaharia, D. Siersma,
H. A. Hamm, D. Massey, H. Aguilar-Cabrera, H. H. Vui, J. Cisneros, J. Seade, J. Snoussi,
L. D. Trang, L. Paunescu, L. R. Dias, M. A. S. Ruas, M. Oka, M. Tibar, N. Dutertre, R. N.
Aratjo dos Santos, S. A. Broughton, T. Gaffney, Y. Chen, entre outros, tém apresentado ge-
neralizagoes dos Teoremas de fibragoes de Milnor no ambiente real e complexo (e do Teorema
de Kurdyka-Orro-Simon, ver por exemplo [Di, KOS]J), visando um melhor entendimento de
propriedades topoldgicas locais e globais das singularidades.

Nesta direcao de pesquisa esses autores tem utilizado varias ferramentas e técnicas de
diversas areas da matematica. O que mostra a riqueza e a complexidade destes estudos e
acrescenta, em nossa modesta opiniao, um aspecto que é ao mesmo tempo interessante e
desafiador.

Neste trabalho, mostraremos como estender as fibragoes de Milnor em esferas no caso
local e global, real e complexo, para uma aplicagio C%-semi-algébrica F' = (f1,...,f,) :
RY — RP e uma variedade W C RY semi-algébrica com possivel singularidade. Com tal
objetivo, introduziremos as “condigdes de Milnor (a) e (b) generalizadas” e mostraremos como
adaptar a técnica da decomposicao open book superior com binding singular, introduzida em

[AT, ACT1].

Nossos resultados sugerem que tal estrutura de fibracao pode ser um caso particular de
algum Teorema estrutural mais geral.

Além do mais, considerando m : R? — RP~! a projecao canodnica na meta, mostrare-
mos que se F satisfaz tais condicoes, entdao G = mo F' : RY — RP~! também satisfaz e,
consequentemente, G também induz em W uma fibracao suave localmente trivial.

Concluiremos mostrando que apds as projecoes as fibras destes fibrados sao homoto-
picamente equivalentes e, em seguida, apresentando algumas férmulas que relacionam a
caracteristica de Euler do “link relativo” W N F~1(0) com a caracteristica de Euler das
fibras.

Palavras-chave: decomposicao open book generalizada, estrutura de fibracao em con-
juntos semi-algébricos, topologia da singularidade, fibracao de Milnor real e complexa e
fibracgao local e global.
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Abstract

In the last years, several researchers such as: A. Bodin, A. Dimca, A. Durfee, A. Jac-
quemard, A. Menegon Neto, A. Némethi, A. Pichon, A. Verjovsky, A. Zaharia, D. Siersma,
H. A. Hamm, D. Massey, H. Aguilar-Cabrera, H. H. Vui, J. Cisneros, J. Seade, J. Snoussi,
L. D. Trang, L. Paunescu, L. R. Dias, M. A. S. Ruas, M. Oka, M. Tibar, N. Dutertre,
R. N. Araujo dos Santos, S. A. Broughton, T. Gaffney, Y. Chen, and others, have pro-
ven generalizations of Milnor fibrations’s Theorems in the real and complex settings (and
Kurdyka-Orro-Simon’s Theorem, see e.g. [Di, KOS]), aiming a better understanding of the
local and global topological properties of singularity.

In this research branch, these authors have used many different tools and techniques from
several areas of Mathematics. This shows the richness and complexities of these studies and
adds, in our modest opinion, an aspect that is simultaneously interesting and challenging.

In this work, we introduce the “generalized Milnor’s conditions (a) and (b)” to show
an extension of the Milnor fibration Theorems on spheres in the local and global cases,
in the real and complex setting. For this, we consider a C%-semi-algebraic mapping F =
(fi,---, fp) : RY — RP a possible singular semi-algebraic variety W C R, and we show how
to adapt the technique of Higher open book decomposition with singular binding, introduced
by [AT, ACT1], to prove such extension.

Our results suggest that such fibration structure may be a particular case of a more
general fibration structure.

Furthermore, considering = : R? — RP~! the canonical projection on the target space,
we show that if F satisfies the generalized Milnor’s conditions (a) and (b), then G = 7o F':
RY — RP~! also satisfies these conditions and, hence G also induces on W a smooth locally
trivial fibration.

Finally, we show that after the projections on the target space, the fibers of these fiber
bundles are homotopically equivalent. We conclude by proving some formulae connecting
the Euler characteristic of “relative link” W N F~1(0) with the Euler characteristic of the
fibers.

Key words and phrases: generalized open book decomposition, fibration structure on
semi-algebraic sets, topology of singularity, real and complex Milnor’s fibrations and, local
and global fibration.
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Introducao

Dada f: (C™*1,0) — (C,0) germe de fungao holomorfa, John Milnor, em 1968, no livro
Singular Points of Complex Hypersurfaces [Mill], estudou a topologia da hipersuperficie
complexa V = f71(0) := {z € C™*' . f(2) = 0} na vizinhanca da origem 0 € C™"!,
intersectando-a com uma pequena esfera, S?" ! := {z € C™*! . ||z|| = €¢}. Milnor mostrou
que sendo f : Y C C™*!' — C um representante de um germe de uma funcao holomorfa,
existe um numero real ¢, > 0 suficientemente pequeno, tal que para todo 0 < ¢ < ¢, a
aplicagao

¢ = ﬁ DS K, — St (1)

¢ a projegao de um fibrado suave localmente trivial, em que K, := V N S?™*1 ¢ chamado o
link da singularidade na origem.

2m+1
S

Milnor usou ferramentas da Teoria de Morse e descreveu algumas propriedades da topo-
logia da fibra como segue:

(a) A fibra é paralelizdvel, ou seja, seu fibrado tangente é trivial.

1



INTRODUCAO

(b) A fibra tem o mesmo tipo de homotopia de um C'W-complexo finito de dimensao m;

(¢) O link K. é (m — 2)-conexo, isto é, m;(K,) = 0, para todo 0 < i < m — 2. Assim, para
m = 2 o link é conexo e para m > 3 o link é simplesmente conexo.

Ademais, sendo a origem um ponto singular isolado da f, Milnor refinou os resultados
da seguinte maneira:

(d) O link K. é uma variedade suave (2m — 1)-dimensional mergulhada em S?™+1;

(e) O fecho topolégico da fibra Fy := ¢~1(0), Iy, é uma variedade compacta com bordo
K. e estd mergulhada em S?>™! de tal modo que tem o mesmo tipo de homotopia do
seu complementar S\ Fy;

(f) A fibra é (m — 1)-conexa e tem o tipo de homotopia de um bouquet de esferas m-
dimensionais S™ V ---V S™ e o numero de esferas neste bouquet é dado pelo grau
topologico da aplicacao

VI
e Gy gEmAL (2)
IVA

denotado por p := dego(V f).

Este nimero foi chamado posteriormente de nimero de Milnor. Dai, podemos concluir
que a caracteristica de Euler-Poincaré da fibra Fy é

X(Fp) = 1+ (=1)"u. (3)

Para o caso de germe de aplicacoes analiticas reais F' = (fi,---, f,) : (R",0) — (R?,0)
com ponto critico isolado na origem, Milnor provou que a aplicacao

F: BN FH(Sr71) — sr, (4)

¢ uma fibragao suave localmente trivial, em que B! é a bola fechada do R" com centro na
origem e raio € > (0. Tal fibracao foi chamada posteriormente de fibracdo no tubo de Milnor.

B, o>

Sf;’l
F
—_—

Q)
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Em seguida, usando o fluxo de um campo de vetores conveniente, Milnor mostrou como
inflar o tubo B N F~1(SP~1) para a esfera S!'~', de modo a garantir que a aplicagao

0: S\ K, — Sf;_l (5)

fosse também uma fibragao suave localmente trivial. No entanto, como foi observado em
[Mill, capitulo 11, pg. 99] a projecao deste ultimo fibrado nao é dada, em geral, pela
aplicagao ”—2‘” como acontece no caso de funcao holomorfa. Este problema foi abordado
posteriormente por varios matemadticos, por exemplo, em [Ar, Ja, RSV] e caracterizado
pelos autores em [AT, JJJJ.

Milnor também mostrou que se o link for nao vazio ele é uma variedade suave de dimensao
n — p — 1 mergulhada na esfera com fibrado normal trivial e que a fibra da fibragao (5) é
pelo menos (p — 2) conexa.

Mais recentemente, no artigo Topology of real Milnor fiber for isolated singularities [ADD]
utilizando ferramentas da Teoria de Morse para variedades com bordo, R. Aratijo dos Santos,
D. Dreibeibris e N. Dutertre demonstraram uma extensao da férmula de Khinshiasvilli [Kh]
e da equagao (3), como abaixo. Denotaremos a seguir por Mp a fibra da fibragao (4).

(a) Se n é par, entdo x(Mp) =1 — deg,V fi. Além disso,
deg,V fi = deg,\Vfo = --- = deg,V f,.

(b) Se n é impar, entdo x(Mp) = 1. Além disso, deg,Vf; =0,i=1,2,...,p.

Nos ultimos anos, esses resultados foram estendidos para singularidades reais nao-isoladas.
Por exemplo, em [Ma2] David Massey considerou as chamadas condi¢ées de Milnor (a) e

3



INTRODUCAO

(b) e provou que tais condigoes sdo suficientes para garantir a existéncia da fibra¢do no tubo
de Milnor (4). Em [AT, ACT)] tais condigdes foram adaptadas pelos autores para mostrar a
existéncia da fibragao (5) com projecao dada por HTH

Observamos que no caso holomorfo as condigoes introduzidas por D. Massey em [Ma2]
sdo automaticamente satisfeitas: de fato, a condigao (a) assegura que localmente o conjunto
singular esta contido no conjunto dos zeros, o que é verdadeiro no caso holomorfo devido a
desigualdade de Lojasiewicz. A condicao (b) assegura que as fibras préximas do conjunto dos
zeros intersectam as pequenas esferas transversalmente, o que é verdadeiro no caso holomorfo
devido a condi¢ao ap de Thom.

No caso global, é conhecido que para funcoes polinomiais holomorfas f : C**! — C existe
um conjunto finito de valores complexos chamado conjunto de bifurcacao, denotado por By,
tal que a aplicacao restrigao

fi: €N\ fY(By) = C\ By (6)

¢ uma fibracao suave localmente trivial.! Logo, considerando um disco fechado Dy C C,
com R > 1, isto é, R > 0 suficientemente grande, de tal forma que B estd contido em seu
interior, temos que esta fibracao induz a chamada monodromia global de f

fi: € f7H(Sk) — Sk, (7)

a qual é também um fibracao suave localmente trivial.

Em [NZ1] Némethi e Zaharia consideraram uma condigao de regularidade chamada semi-
tame, que controla o comportamento assintético das fibras no infinito. Seguindo o método de
Milnor para o caso local, eles provaram que para todo R > 1, a projecao de Milnor canonica

S

_J . Q2n+l — 1

é uma fibragao suave localmente trivial. No entanto, o exemplo do Broughton f(x,y) =
T + 2%y mostra que a fibra da projegao de Milnor (8) é uma 2-esfera menos trés pontos,
enquanto que a fibra genérica (7) é uma 2-esfera menos dois pontos. Assim, de forma geral,
estas duas fibragoes podem nao ser fibra-equivalentes.

Denotando por Vf(z) := <%(2), e ,%(2)) o campo gradiente de uma funcao holo-
morfa f e por Vf(z) seu conjugado complexo, em [NZ1] foi definido o conjunto de Milnor
de f dado por M(f) := {z € C"*! : Vf(z) = Az, para algum \ € C} e foi considerado o
seguinte comportamento assintotico no infinito:

(%) : para toda sequéncia {z;} C M(f) tal que ||zx| — 400 e Vf(2) — 0.

Com isto, dada uma fungao polinomial holomorfa f satisfazendo (x), foi definido que:

(a) f é M-tame, se |f(zx)| = +oo.

L ver por exemplo [Br2, Proposicao 1, pg. 168]
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(b) f é semitame, se f(zx) — ¢, para algum ¢ € C, entao ¢ = 0.

E claro que, se f é M-tame, entao ela é semitame. Mas, a reciproca nao é verdade, em
geral, como pode ser visto em [NZ1, observagao 7, pg. 330]. No entanto, sendo f M-tame
as seguintes afirmacoes sao verdadeiras:

(¢) O conjunto singular, ¥, é formado apenas de pontos isolados. Logo, existe Ry > 1 tal
que VR > Ry, ¥y C Bg, em que By denota o interior da bola fechada BIQ%"”. Portanto,

a aplicacao v

IV

estd bem definida e denotaremos seu grau topolégico por degs (V f).

. 2n—+1 2n+1
R ST = SR

(d) O conjunto de bifurcacao By é igual a f(3¢);

(e) Para cada valor regular w € C\ By, a fibra (tipica) f~'(w) tem o tipo de homotopia de
um bouquet de esferas n-dimensionais. Neste caso, o nimero de esferas deste bouquet
¢ também denotado por pyr, e pode ser provado que pf = degoo(V f);

(f) As fibragoes (7) e (8) sao fibra-equivalentes;
(g) Kg é (n — 3)-conexo, em que Kx := f~1(0) N S3**! é chamado o link no infinito de

f7H0). ?

Segue do item (e) acima que na classe de fungoes polinomiais M-tame ainda ¢é vélida a
seguinte féormula

X(Fo) =14 (=1)" .

No entanto, observamos que no caso semitame tal férmula nao faz sentido, visto que X C
{f = 0} pode ser nao isolado (ver exemplo 2.2 — pdgina 21).

No caso global real, Kurdyka, Orro e Simon [KOS, Teorema 3.1, pg. 78] consideraram
aplicacoes reais F' : R® — RP (C%-semi-algébricas e mostraram que existe um subconjunto
semi-algébrico fechado Br com dimgrBr < p — 1 tal que

F:R"\ F'(Br) —» R\ Bp
é uma fibragao suave localmente trivial de classe C* em cada componente conexa de R?\ Bp.

O resultado anterior nos diz que o tipo topoldgico da fibra pode depender da componente
conexa de R? \ Bp.

Um problema interessante nessa direcao de pesquisa é encontrar ferramentas e técnicas
que possam descrever o comportamento topoldgico das fibras quando mudamos de compo-
nente conexa através do conjunto de bifurcacao Bp.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma.

2Devido a condicio a ¢ de Thom no infinito é bem conhecido que o tipo topolégico de Kr ndo muda para
todo R > 1.
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No capitulo 1 apresentaremos algumas defini¢oes e resultados bésicos sobre os conjuntos
semi-algébricos, sobre variedades com bordo e Teoria de Morse para essas variedades. Tais
variedades aparecem naturalmente nos principais resultados obtidos na Tese. Finalizaremos
com a definicao de fibracao que utilizaremos ao longo do trabalho e com o Teorema de
fibracao de Ehresmann para variedades com bordo.

No capitulo 2 apresentaremos algumas classes especiais de polinomios complexos; a saber,
tame, quasitame, M-tame e semitame, que motivaram o desenvolvimento de varias condigoes
assintoticas, as quais permitem controlar o comportamento da fibra de uma fungao polinomial
no infinito.

No capitulo 3 apresentaremos resultados que garantem a existéncia da fibra¢ao (8) em
grandes esferas para as classes de polinomios complexos apresentados no capitulo 2. Além
disso, apresentaremos uma técnica chamada decomposicao “open book no infinito” que ge-
neraliza a fibragao (8) para aplicagoes polinomiais reais.

Nos capitulos 4 e 5 apresentaremos as principais contribuig¢oes obtidas na Tese e seguire-
mos [DAYA].

No capitulo 4 considerando W" C RY uma variedade suave compacta sem bordo semi-

algébrica de dimensao n, F' = (fi,..., fp) : RY — RP, 2 < p < n < N, uma aplicacdo
C*?-semi-algébrica e F := ﬁ RYA\V(F) — SP7L em que V(F) := F71(0), provaremos

que sob as chamadas condicoes de Milnor (a) e (b) generalizadas a aplicacdo restricao F :
W\ Viw(F) — SP~1 em que Viy(F) := V(F)N W, é uma fibragao suave localmente trivial
(Teorema 4.1 — pagina 42). Mostraremos também que tais condi¢oes estendem a técnica
de decomposicao open book apresentada no capitulo anterior para o caso global complexo e
real. Além disso, mostraremos que nosso resultado também estende os Teoremas de fibracao
de Milnor local no caso real e complexo. Em seguida, considerando a aplicacao composi¢ao
G:=m0F : (fi,....fpu1) : RY — RP1 p >3 em que 7 é a projecio canodnica na
meta, mostraremos que G também satisfaz as condi¢oes de Milnor (a) e (b) generalizadas,
e consequentemente, G : W\ Viy (G) — SP~2 também define uma fibracao suave localmente
trivial (Teorema 4.10 — pagina 47).

No capitulo 5 consideraremos as fibragoes F': W\ Viy(F) — SP"Le G : W\ Viy(G) —
SP=2 p > 3, e mostraremos que suas respectivas fibras Mp e Mg sdo homotopicamente
equivalentes (Teorema 5.3 — pagina 52). Portanto, o estudo da topologia das fibras destes
fibrados pode ser reduzido para o caso p = 2. Neste caso, mostraremos que o estudo da
topologia da fibra depende apenas do estudo da topologia do link das fungoes coordenadas
(Teorema 5.10 — pagina 57). Em seguida mostraremos como relacionar a caracteristica de
Euler do “link relativo”, Viy (F'), com a caracteristica de Euler da fibra My (Teorema 5.17 —
pagina 59).

Ressaltamos que, nesta direcao de estudos, ainda se faz necessario um desenvolvimento
de técnicas e ferramentas que possibilitem obter informagoes mais precisas sobre a topologia
das fibras e dos links destas fibragoes.



Capitulo 1

Preliminares

Sumario
1.1 Conjuntos semi-algébricos . . ... .. ... ... 7
1.2 Variedadescom bordo . ... ... ... ... .00, 10
1.3 Teoria de Morse para variedades com bordo . ... .. .. ... 11
1.3.1 Variedades com corners . . . . . . . ... .o 15
1.3.2 Teorema de fibragdo para variedades com bordo. . . . . . ... .. 17

Ao longo deste trabalho, usaremos as seguintes convencoes: as palavras “suave” e “dife-
renciaveis” serao usadas indistintamente para significar diferenciavel de classe C*°; M™ para
significar uma variedade suave m-dimensional, mergulhada em RY, para algum N (isto é
possivel devido ao Teorema do mergulho de Whitney). Quando nao houver perigo de con-
fusao, simplesmente denotaremos por M uma tal variedade. O espacgo tangente a variedade
suave M em um ponto x serda denotado por T, M. Por fim, se F' : M — N é uma aplicacao
suave com F'(x) = y, entdo a aplicagao linear induzida entre os espagos tangentes de M e N,
respectivamente, serd denotada por DF(x) : T,M — T,N. Além disso, usaremos o simbolo
~ quando duas variedades M e N forem homeomorfas (respectivamente difeomorfas), e

denotaremos por X ~ Y quando um espaco topoldgico X for homotopico a Y.

Neste capitulo, iniciaremos com uma breve introducao sobre conjuntos algébricos e semi-
algébricos, variedades com bordo e Teoria de Morse sobre tais variedades. Em seguida,

enunciaremos o Teorema de fibragao de Ehresmann para variedade com bordo.

Nossas principais referéncias sao [Er, BCR, BR, HL, Mil2].

1.1 Conjuntos semi-algébricos

A seguir, vamos lembrar algumas defini¢oes e propriedades de aplicacoes e conjuntos

algébricos.



Se¢do 1.1. CONJUNTOS SEMI-ALGEBRICOS

Definicao 1.1 Um subconjunto A C R™ é chamado wm conjunto algébrico, se A ¢é local-
mente o conjunto de zeros comuns de alguma colecao finita de fungoes polinomiais em R™.

Proposicao 1.1  (a) Sejam A e B conjuntos algébricos em R™. Entao, AUB e ANB sao
conjuntos algébricos;

(b) Sejam C' C RP conjunto algébrico e F : R" — RP uma aplicagdo polinomial. Entdo
F~Y(C) C R™ € um conjunto algébrico.

Os conjuntos algébricos gozam de “boas” propriedades, conforme mostra a Proposicao
1.1 acima. No entanto, o préximo exemplo mostra que a imagem direta de um conjunto
algébrico por uma aplicacao polinomial nem sempre é um conjunto algébrico.

Exemplo 1.2 Sejam 7 : R?* — R a projegdo na primeira coordenada e S* := {(x,y) € R?:
z? +y* =1} a esfera unitdria. Temos que S* é um conjunto algébrico, mas w(S*) = [—1,1]
nao o é. De fato, para todo polinomio f : R — R, temos duas possibilidades para f~1(0). Se
f nao for identicamente nulo, temos que f~1(0) é um conjunto finito de raizes do polinomio.
Caso contrdrio f~1(0) € toda a reta, logo nao existe um polinomio tal que f~(0) = [—1,1].

Portanto, é natural considerar a menor familia de subconjuntos de R" que contém todos
os conjuntos algébricos e é fechada sobre projecoes. Tal classe de conjuntos é chamada de
semi-algébricos, que definiremos a seguir.

Definicao 1.2 Um subconjunto V- C R™ é chamado semi-algébrico, se ele admite uma re-
presentacao da forma:

V = O h{l’ - Rn . Pij(l')O'i,jO},

i=1j=1

em que, 0, ; € {<,=,>} e P € R[zy,--- x| para cada i =1,--- ;s ej=1--- 1.
Exemplo 1.3

(a) Os conguntos algébricos, sao claramente, conjuntos semi-algébricos;

(b) Reunides finitas de pontos e intervalos abertos da reta R sao conjuntos semi-algébricos.
De fato, estes sao os unicos subconjuntos semi-algébricos nao-vazios de R;

(c) As bolas abertas, fechadas, as esferas e os poliedros nos espacos euclidianos sao con-
juntos semi-algébricos de R";

(d) Dados A C RP um subconjunto semi-algébrico e F' : R"™ — RP uma aplica¢do polino-
mial, temos que a pré-imagem F~Y(A) C R™ é um conjunto semi-algébrico.

Os resultados a seguir fornecem informagoes basicas importantes sobre a estrutura to-
poldgica dos conjuntos semi-algébricos.
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Proposicao 1.4 Se A C R™ € um conjunto semi-algébrico, entao o fecho de A é um conjunto
semi-algébrico.

Proposicao 1.5 Se A C R"™ € um conjunto semi-algébrico, entao A tem um nimero finito
de componentes conexas e cada uma das componentes € ainda um conjunto semi-algébrico.

Definigao 1.3 Sejam A C R™ e B C R™ conjuntos semi-algébricos. Uma aplica¢ao F' :
A — B € chamada semi-algébrica, se seu grdfico é um conjunto semi-algébrico de R™*™,

Corolario 1.6 Sejam A C R", B C R™ e C C RP conjuntos semi-algébricos e uma
aplicagio F' = (f1, f2) + A — B x C. Entao, F é semi-algébrica se, e somente se, fi e fa
sao aplicacoes semi-algébricas. Além disso, a soma, o produto e a composicao de aplicacoes
semi-algébricas € semi-algébrica.

A seguir enunciamos o famoso Teorema de Tarski-Seidenberg, o qual estabelece que a
projecao de conjunto semi-algébrico é semi-algébrico.

Teorema 1.7 (Teorema de Tarski-Seidenberg) A imagem de um conjunto semi-algébrico
A C R™ por uma projecao m : R® — R € um conjunto semi-algébrico.

Proposicao 1.8 Sejam A C R", B C R™ conjuntos semi-algébricos e F' : A — B uma
aplicagcdo semi-algébrica. Entdo, a imagem F(A) C B é um conjunto semi-algébrico.

Corolario 1.9 A imagem direta de um conjunto semi-algébrico por uma aplicagao polino-
mial € um conjunto semi-algébrico.

Lema 1.10 (Lema de selegao da curva local) [BR, Proposi¢io 2.6.19] Seja A C R™ um
conjunto semi-algébrico. Seja x € A ex € A, em que A denota o fecho topoldgico de A.
Entao, existe uma aplica¢ao continua semi-algébrica v : [0,1] — R™ tal que

(a) 4(0) = z;
(b) v:(0,1] = R™ é analitica;

(¢) 7((0,1]) € A.

Na péagina 16 veremos uma aplicacao interessante do Lema anterior.

Lema 1.11 (Lema de sele¢ao da curva global) [NZ1, Lema 2, pg. 325] Sejam fi, -, fq,

g1, 5 Gs,ha, o he em Rlxzy, -+ x| fungdes polinomiais com coeficientes reais, e U =

{r € R" : fi(xr) = 0,0 =1,---,qfeW = {x € R" : gi(x) > 0,i = 1,---,s}. Su-

ponha que existe uma sequéncia {xp} C U NW tal que klim |zk|| = oo e para todo j €
—00

{1,---,r}, klim hj(zx) = 0. Entdo existe uma curva analitica real p : (0,€) — U N W,

— 00

p(t) = apt® + a;t®™ + - a <0 eag € R\ {0}, tal que PH& Ip(t)]| = o0 e PH& h;i(p(t)) =0
— —

para 1 <5 <.
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Aplicagao 1.12 Sejam g : R" — R € C' semi-algébrica, X = g~(0) um conjunto ilimi-
tado, ©(X) o conjunto singular de X e p: R" = R, p(z) := ||z|]®. Entao, p|: X\X(X) = R
tem uma quantidade finita de valores criticos.

DEMONSTRAGAO: De fato, suponha que exista uma sequéncia {y,} C R de valores criticos
de p; com ||yg| — oo quando k — oco. Entao, existe uma sequéncia {z;} C X \ X(X) com
|lzx|l — oo, tal que p(zx) = ||z&]|* = yp. Portanto, pelo Lema anterior existe uma curva
analftica ¢(t) C X \ ¥(X) tal que ||¢(t)[| — oo quando ¢ — 0, com ¢(t) C ¥, , em que ¥,
denota o conjunto singular de p|. Logo, existe A(t) # 0 tal que Vg(t) = A(t)Vp(t). Entao,

0= %(g(w(t))) = (Vg(®),¢'(t)) = 2A([H)(p(t), ¢'(1))
= DL (leP)
Como A(t) # 0 segue que ||p(t)]|? = cte, o que é um absurdo. O

1.2 Variedades com bordo

Consideremos o semi-espago fechado do R™, dado por H" := {(xy,z9,...,2,) € R" : z,, >
0}. Denotamos por OH" := {(z1,22,...,0) € R"}. Assim, H" \ OH" = {(z1,22,...,2,) €
R™: z, > 0}.

Definicao 1.4 Considerando em H" a topologia induzida do R™, diremos que U C H" €
aberto em H", se existir VC R"™ aberto (no R") tal que U =V NH".

Definicao 1.5 Dado U C H" aberto de H", diremos que f : U — RP ¢ diferenciavel, se

existir V. C R™ aberto, comU CV e fv: V' — RP diferencidvel, tal que fly = f. Além disso,
dado x© € U, definimos a diferencial da aplicagao f em x por Df(x):= Df(x).

Observagao 1.13 Df(x) estd bem definida e nao depende da escolha de f

Definicao 1.6 Uma variedade M de dimensao m com bordo ¢ um espaco topoldogico Haus-
dorff, com base enumerdvel (seqgundo enumerdvel) junto com uma colegdo de aplicagées (cha-

madas de cartas) ¢, : V, — H™, com U Vo= M tais que:
a€A

(a)Va € A, ¢y : Vo, — R™ é um homeomorfismo sobre o aberto (relativo) ¢o (V,) C H™;

(b) Se V,NVs # 0, entdo a aplicacdo (mudanga de coordenadas) ¢pgo ¢t : ¢o (Vo NV3) —
op (Vo N V) é C®-difeomorfismo, para todo o e 3 em A.
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Definicao 1.7 Dada uma variedade M™ com bordo, um ponto p € M™ é chamado um
ponto do bordo, se existir uma carta (U, ¢) de p em M, tal que ¢p(p) € IH™. O conjunto
de todos os pontos do bordo é chamado bordo de M e serd denotado por OM. Além disso,
denotaremos o conjunto dos pontos interiores de M por M:=M \ OM.

Proposigao 1.14 O conjunto OM estd bem definido e é uma (m — 1)-variedade suave (sem
bordo). Além disso, a aplicag¢do de inclusao igy : OM — M € suave.

Teorema 1.15 (Teorema de transversalidade para variedades com bordo) Sejam M e N
variedades de dimensao m e n, respectivamente, tais que OM # () e ON =0, Z C N é uma
subvariedade sem bordo r-dimensional de N. Considere f : M — N € C® com f N Z e
flovr M Z. Se f=YZ) # 0, entao f~(Z) é uma subvariedade de M de dimensdo [m—(n—r)],
com bordo O (f~H(Z)) =oM N f~42).

Sendo M™ uma variedade tal que OM = () e f : M — R uma funcao suave em M,

diremos que um ponto xqg € M é um ponto critico de f, se Df(xq) = 0. Um ponto critico
2

8@695 j
que (x1,- -+ ,T,;) é um sistema de coordenadas locais em uma vizinhanga U de z,. Podemos
checar diretamente que tal condicao nao depende da escolha do sistema de coordenadas.

o € chamado nao-degenerado se, e somente se, a matriz ( (xo)) ¢ nao-singular, em

1.3 Teoria de Morse para variedades com bordo

A seguir apresentaremos alguns resultados sobre a Teoria de Morse para variedades com
bordo conforme [ADD]. Em nossa exposigao, objetivando uma apresentagdo mais clara
dos principais resultados obtidos na Tese (os quais serao tratados nos capitulos 4 e 5),
consideraremos M uma variedade sem bordo, g : M — R uma funcao suave e 0 um valor
regular de g tal que M N {g = 0} # 0. Assim segue que M N {g < 0} (respectivamente,
M N {g > 0}) é uma variedade com bordo M N{g = 0}.

Definicao 1.8 Seja f: M — R uma func¢ao suave.
(a) Diremos que xy é um ponto critico de JIMnig<oy, se g € um ponto critico de finngg<o}
ou um ponto critico de fn{g=o}-

(b) Diremos que xo € M N {g = 0} € wm ponto critico correto de fiapng<o}, s€ xo € um
ponto critico de fiyngg=oy € To ndo € um ponto critico de f.

(¢) Diremos que xo € M N{g = 0} € uwm ponto critico correto nao-degenerado de fjrrngg<oy,
se xg € um ponto critico correto de fiangg<oy € To € um ponto critico nao-degenerado

de finmn{g=o}-

Segue do item (b) acima que, se xy é um ponto critico correto de fipngg<oy, entao
V f(xy) # 0 e, além disso, existe 7(zg) # 0 tal que V f(zo) = 7(z0)Vg(z0).

11
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Para a definigdo abaixo identificaremos o vetor V f(z() com a sua projegao ortogonal no
espago T, (M N{g = 0}) (vesp. Ty, (M N {g < 0})).

Definicao 1.9 Seja xy um ponto critico correto de fiangg=0y (resp. xo um ponto critico
correto de fivngg<o}):

(a) Diremos que V f(xo) aponta para o interior de M N{g > 0}, se 7(x¢) > 0 (respectiva-
mente, M N{g <0}, se 7(x) <0);

(b) Diremos que V f(xo) aponta para o exterior de M N{g > 0}, se 7(xg) < 0 (respectiva-
mente, M N {g < 0}, se 7(zg) > 0).

ﬂ[ﬂ{gz 0}

Ty (M0 {g=0}) To

TI‘U J\ [

Definicdo 1.9 item (a): V f(xzg) aponta para o interior de M N {g > 0}

Definicao 1.10 Seja f: M — R uma fungao suave.
(a) Diremos que fiangg<o} (respectivamente, fiyngg>0y) € correta, se todos os pontos criticos
de fiymng-1(0) sao corretos.
(b) Diremos que fipngg>0y (respectivamente, finnig<oy) € wma fungao Morse correta, se

fimnggsoy (respectivamente, finngg<oy) admite somente pontos criticos nao-degenerados
e se fiungg=0y admite somente pontos criticos corretos nao-degenerados.

Proposicao 1.16 Sejam M uma variedade e g : M — R uma funcao suave tal que 0 é

valor reqular de g. O conjunto de fungoes f: M — R suaves tais que finnig<oy € fimn{g>0}
¢ uma fungdo Morse correta é denso em C*°(M,R).

Ainda considerando f: M — R uma funcao suave em M. Denotaremos por
M= fY(—oco,c]={x e M: f(z) <c}.

12
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Exemplo 1.17 A sequir M representa um disco fechado no plano xOy com dois discos
abertos removidos do seu interior, h(zx,y) :=y denota a “fun¢ao altura no plano”.

Entao,

(a) M€ é vazio, se c < 0;
(b) M¢ é homeomorfo a um disco, se by < ¢ < by;

(c) M¢ € homeomorfo a um anel, se by < ¢ < by;

Os resultados a seguir sdo andlogos aos apresentados em [Mil2] para o caso de variedades
sem bordo. No que segue consideraremos M uma variedade com bordo e f : M — R uma
funcao suave.

Lema 1.18 [HL, Lema 3.1.4, pg. 333] Seja a < b e suponha que o conjunto f~*([a,b]),
consistindo de todos os pontos x € M com a < f(x) < b seja compacto, e nao contenha
pontos criticos de f. Entio M® é homeomorfa a M°. Além disso, M® é um retrato por
deformacao de MP. Assim, temos que a aplicacdo inclusao M* C M® é uma equivaléncia de
homotopia.

Lema 1.19 [HL, Lema 3.1.5, pg. 333] Seja a < b e suponha que f~([a,b]) seja compacto e
que f~1([a,b]) ndo contenha qualquer ponto critico de f. Entao, {x € M : f(x) < a} é um
retrato por deformacdo de {x € M : f(x) < b}, e os dois espagos sdo difeomorfos.

Lema 1.20 [HL, Lema 3.1.6, pg. 333] Suponha que xy seja um ponto critico nao-degenerado
de fisom com indice A. Considere f(xg) = ¢ e suponha que para certo ¢g > 0 o conjunto
f~He — €0, ¢ + €]) seja compacto, e nio contenha pontos criticos de f distintos de xy.
Entao, para todo € suficientemente pequeno, temos que o conjunto M€ tem o mesmo tipo
de homotopia de M~¢ com uma \-célula atachada.

13
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A seguir, apresentaremos um importante resultado sobre pontos criticos de fungoes em
variedades com bordo. Este resultado foi provado em [AD].

Lema 1.21 [AD, Lema 6.1, pg. 9] Seja M uma variedade compacta e com bordo e f: M —
R uma funcao suave. Vamos supor que xo € OM € um ponto critico correto de f. Considere
f(xg) = ¢ e suponha que exista € > 0 tal que o conjunto f~*([c —¢,c+¢€|) nao contenha
outros pontos criticos de f distintos de xy. Se x¢ € um ponto critico cujo gradiente de f em
zo aponta para o exterior, entdo f~'(] — 0o, c+¢€]) é homeomorfo a f~1(] — 0o, c—¢€]).

Com o objetivo de ilustrar os Lemas 1.20 e 1.21 consideraremos o exemplo 1.17 — pagina
13, em que a;, i = 1,--- 6 s@o os pontos criticos de h(z,y) :=y.

Se by < ¢ < by, temos que M ~ M¢ mas M% o« M¢ (observe que, neste caso, Vh(as)
aponta para o interior de M).

Por outro lado, se by < ¢ < bs, entdo, temos que M?® ~ M€ (observe que, neste caso,
Vh(az) aponta para o exterior de M).
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YA

1.3.1 Variedades com corners

A seguir apresentaremos uma outra classe de variedades denominada de “variedades com

corners”. Tais variedades aparecerao naturalmente nos estudos desenvolvidos no Capitulo
5.

Definicao 1.11 [HL, definicio 3.2.1, pg. 334] Sejam EP = {(x1,--- ,xp_1,2,) € RP :
Tp—1 > 0,2, > 0}, M um espago topoldgico Hausdorff com base enumerdvel e (Uy, 0)aca
uma familia de pares de abertos U, de M e de homeomorfismos ¢o @ Uy — Vi, Vi, € um
aberto de EP, tais que:

(a) | Uo =M;
a€cA

(b) para todos (a, B) € A% tal que Uy, N Uz # B a aplicacdo @ p : @oUs NU) — (U, N
Us), em que z € po(Us,NU) faz corresponder ps(p,'(2)), € diferencidvel, isto €, existe
uma aplicag¢do de uma vizinhanga aberta de po(U, NUz) de RP numa vizinhanga aberta
de (U, NUp) de RP que induz v, 5 que € diferencidvel;

(¢) para todo aberto U de M e todo homeomorfismo ¢ : U — E, onde E € um subconjunto
de R?, temos que, para todo par (U, pa) tal que U NU, # O a aplicacao

$0¢s" t Pald NUap) = o(U NUa,p)
¢ um difeomorfismo.
Uma tal familia Uy, po) € chamada um atlas com corner de dimensao p de M e, neste caso,

diremos que M é uma variedade com corner de dimensao p. Além do mazis, diremos que ,

¢ uma carta da variedade com corner e que ¢, g ¢ a aplicagao de transigao da carta ¢, para
a carta pg.
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Analogo ao caso de variedades com bordo, podemos definir na classe de variedade com
corners a nogao de subvariedade. Nesta classe um isomorfismo é chamado um difeomorfismo.

Os pontos = € M em que existe uma vizinhanga aberta U de M e um difeomorfismo ¢
deU em BT ={z e R? : ||z]| < eex, > 0}, p(x) = 0, sdo os pontos do bordo de M, que
também denotaremos por M.

Os pontos © € M em que existe uma vizinhanga aberta & de M e um difeomorfismo ¢
deUh em DY ={z e R : |jz| <€z, >0ex,1 >0}, p(x) =0, sdo os pontos de corner de
M. Denotaremos tal conjunto por gM.

Os pontos de M = M \ (OM U yM) sao chamados pontos interiores de M, ou seja, os
pontos z € M tais que existe uma vizinhanca aberta U de M e um difeomorfismo ¢ de U
em B={x eRP: |z| <e€}, p(x) =0.

Exemplo 1.22 Qualquer cubo fechado em R™ é uma n-variedade com corner.

Veremos a seguir um exemplo interessante de variedade com corner como uma aplicacao
do Lema de selecao da curva local.

Aplicagao 1.23 Seja f : U — C uma funcao polinomial holomorfa, U uma vizinhanca
aberta da origem 0 € C", com f(0) =0. Seja B. CU uma bola fechada centrada na origem
de raio € > 0 e denote por S, = 0B.. Seque da desigualdade de Lojasiewicz para funcgoes
analiticas reais que podemos escolher € suficientemente pequeno tal que Xjp2 C V', em que
V = f~10)NU. Sendo |f|* uma fungao polinomial e S. uma variedade semi-algébrica, seque
que a restrigao de |f|* a S. tem eventualmente um valor critico em 0. Neste caso, podemos
provar que 0 € R é um wvalor critico isolado de |f|* : S. — R.

DEMONSTRAGAO: De fato, seja {yr} C R uma sequéncia de valores criticos yx # 0 tal que
yr — 0. Logo, existe uma sequéncia de pontos criticos {zx} C S, \ K. tal que |f|*(zx) = v
A menos de subsequéncia podemos assumir que z — =z € K.. Pelo Lema de selecao da
curva local existe § > 0 e uma curva analitica ¢ : [0,9) — S\ K¢ tal que ¢(0) = x e,
vt € (0,6) temos que (t) C S\ K. é ponto critico de |f|?. Logo, existe um A(t) # 0 tal
que VI|f2(t) = Xt)p(t), t € (0,0). Assim,

%(|f|24p(t)) = (VI/I*(1).&(1))
= At (e(t),¢' (1))

= 209 o)
And
= a0

Portanto, | f|*(¢(t)) = |f|*(x) = 0 o que é um absurdo pois p(t) C S, \ K, para t # 0.

Consequentemente, existe um 0 < §; < € (muito pequeno comparado com €) tal que
| f|? ndo possui valores criticos em (0, d;]. Logo, para todo & € (0,d;] o conjunto 7' = {z €
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B. : |f]? = 65} ¢ uma variedade com bordo e o conjunto C' = {z € B, : |f|*> > 0} ¢ uma
variedade com corner. Seu bordo é constituido pelos pontos 0C' = {x € S, : [f[* > 2} U{z €
B : |f|> = d2}. Seus pontos de corner sio os pontos 4(C) =T N S..

1.3.2 Teorema de fibragao para variedades com bordo

Abaixo apresentaremos a definicao de fibracao suave localmente trivial, em seguida, um
teorema que utilizaremos com bastante frequéncia ao longo do texto e que fornece condicoes
suficientes para que se tenha uma fibragao suave localmente trivial.

Definigao 1.12 Uma C>-fibragdo localmente trivial (ou fibracdo suave) € uma quadra
(M,N,F,¢), em que M, N, F sdo variedades, N coneza, tal que:

(a) ¢ : M — N é uma submersao, sobrejetora, suave e

(b) ¥b € N, existe uma vizinhanga Uy, C N e um difeomorfismo hy : Uy X F — ¢~ (Uy)
(esse difeomorfismo € chamado de trivializacao local); tal que ¢ o hy, = 7, em que
m € a projecdo na primeira coordenada. Ou seja, tal que o sequinte diagrama seja
comutativo

ubXF

™

Observacao 1.24
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(a) Como N ¢é conexa, temos que 7, ' (y) € uma cdpia difeomorfa de F, para todo y € N.
(b) SeU, = N, diremos que o fibrado é trivial.

(c) A defini¢ao acima pode ser adaptada para o caso de variedades com bordo. Por exem-
plo, se OM # 0, entdo trocamos o item (a) pela sequinte condigdo: Pz € Plom $ao
submersoes, sobrejetivas e suaves.

Definicao 1.13 Sejam M, N, B variedades. Dizemos que duas fibragoes suaves localmente
triviais ' : M — B e G : N — B sao C*-equivalentes (ou C*-isomorfas), k = 0,1--- , 00,
se existe um C*-difeomorfismo h : M — N tal que o sequinte diagrama é comutativo:

Exemplo 1.25 A aplicagio 7 : S*"*1 — CP" dada por w(x) := [z] € fibragdo suave local-
mente trivial com fibra S*. No caso n = 1, sabendo que CP' é difeomorfo a esfera S?, temos
a bem conhecida fibracao de Hopf.

Teorema 1.26 (Teorema de fibragio de Ehresmann para variedade com bordo) Sejam M
uma variedade com bordo, N uma variedade conexa fechada e F': M — N sobrejetiva suave
e propria, tal que i € Fian sao submersoes sobrejetivas. Entao, F' é uma fibragao suave
localmente trivial.

18



Capitulo 2

Classes Especiais de Polinomios

Sumario
2.1 Polinémios Newton nao-degenerados no infinito . . . . . . . .. 19
2.2 Polindmios Tame . . . . . . . . v v v i i vt b i e e e e e 22
2.3 Polinémios Quasitame e M-Tame . . . . . .. ... ... ..... 24
2.4 Polinémios Semitame . . . . . . . . . ittt e e e e e e 28

Neste capitulo apresentaremos algumas classes “especiais” de polinomios, que admitem
uma estrutura de fibragao em esferas de raios suficientemente grandes (Teorema 3.1 — pdgina
32) e que abriram caminho para um estudo do comportamento assintético das fibras no
infinito, a partir de ferramentas e técnicas de diversas areas da Matematica. Podemos citar,
por exemplo, a classe dos polindmios semitame (defini¢ao 2.10 — pagina 28) introduzidos por
Andrds Némethi e Alexandru Zaharia [NZ1], a qual contém os polindmios tame (defini¢ao
2.3 — pagina 22), introduzidos por S. Broughton [Br2| e os polinémios quasitame (defini¢ao
2.5 — pagina 24) introduzidos por Andras Némethi [NZ1], dentre outras classes de polinomios
que serao apresentadas ao longo do texto.

Nossas principais referéncias sao os artigos [Brl, Br2, NZ1, Pa].

2.1 Polinémios Newton nao-degenerados no infinito

Nesta se¢ao, definiremos os polinomios Newton nao-degenerados no infinito com base no
artigo [NZ1].

v vy, .. 1%

=zt ez,

Seja f = Z a,z” € Clz1,- -, 2z, polinémio, em que v := (v, -+ ,1,) e z v

veN*
como usualmente.

Definicao 2.1 Assim definimos e denotamos por:
(a) supp(f):={v eN*: a, #0} CR", chamado de suporte de f;

19



Segdo 2.1. POLINOMIOS NEWTON NAO-DEGENERADOS NO INFINITO

(b) supp(f) := fecho convexo de supp(f);
(c) T_(f) := fecho convexo de {0} U supp(f);

(d) T(f) := a unido das faces fechadas do poliedro T_(f) que ndo contém a origem €é cha-
mado bordo de Newton no infinito do polinémio f.

Seja A face fechada do poliedro f(f), denotamos por fa o polinomio Z A 2™
meA

(e) Diremos que f é nao degenerado em A, se o sistema de equagoes

Ofa _  _0fa
071 0z,

nao tem solugao em (C\ {0})"™. Diremos que f é Newton nao degenerado no infinito,

=0

se f € nao degenerado em todas as faces fechadas A de f(f)
(f) Diremos que f é conveniente, se a intersecao do supp(f) com cada eixo coordenado é
nao Vazia.
Defini¢ao 2.2 Dizemos que uma face fechada A do supp(f) € ruim, se:
(a) a “menor” subvariedade afim que contém A (menor no sentido da dimensdo), passa
pela origem;

(b) existe um hiperplano H C R™ com equac¢do a1xy + - - - + apx, =0, (em que xq,- -+, x,
s@o coordenadas em R™) tal que

(i) existemi e j coma; <0 ea; > 0;

(ii) H nsupp(f) = A.
Com essas notagoes e definigdes podemos introduzir as seguintes classes de polinomios.

(a) NN :={f é Newton nao degenerado no infinito com f(0) = 0};
(b) NC:={f e NN : [ ¢ conveniente};

(c)

NN o { f € NN : f tem somente singularidades isoladas em C™ \ f‘l(O)}
0= .

e supp(f) nao possui faces ruins

Exemplo 2.1 (Ezemplo do Broughton) Seja f : C* — C, definido por f = x + yz?.

6 6
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CAPITULO 2. CLASSES ESPECIAIS DE POLINOMIOS

Vamos verificar a sequir algumas propriedades de f relativas ao poliedro de Newton no
infinito. Pelo diagrama acima, € suficiente considerar as sequintes faces Ay = (2,1), Ay =
(1,0) e Az=segmento de reta ligando os pontos (1,0) e (2,1).

Considerando fa, = yx?, temos que o sistema

ofn,

or 0
ofn,

oy 0

admite a solugao (0,y) ¢ (C\ {0})?, assim a face Ay € nao degenerada.

Considerando fa, = x, claramente o sistema de equagoes

afAz _
or 0
afAz _
oy

nao possui solucao.

Por fim, sendo fa, = x + yx?, temos que o sistema

af Az

or 0
af Az
oy =0

também ndao possui solucao.

Portanto, f é Newton ndo degenerado no infinito e como f(0) = 0 temos que f € NN.
Além disso, f € NNy, pois f nao possui face ruim, e f & NC pois supp(f) N Oy = 0.

Exemplo 2.2 Seja f: C* — C, f = xy® +ay*. E ficil verificar que X5 = {(0,4), (0, —i)} U
{(x,0) : € C}, logo f tem somente singularidades isoladas em C*\ f~(0). O bordo de
Newton no infinito de f € dado por
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Segdo 2.2. POLINOMIOS TAME

Considere as faces Ay = (1,2), Ay = (1,4) e Az=segmento de reta ligando os pontos
(1,2) e (1,4). Logo, fa, = zy?, fa, = 2y* e fa, = [ € como supp(f) = A3 ndo estd contido
em qualquer reta que passa pela origem, seque que f € NN e f € NNy.

2.2 Polinomios Tame

A seguir relembraremos a definigdo e alguns resultados basicos obtidos por Broughton
em [Brl].
Sejam f : C" — C uma fungao polinomial e {z;} C C" uma sequéncia tal que:

lim ||z = +oo e lim Vf(z,) = 0. (2.1)
k—o0 k—o0

Definicao 2.3 Dada f como acima, diremos que f € tame, se nao eriste uma sequéncia
{zx} C C" tal que a Condigcdo 2.1 é satisfeita.

Denotaremos por T a classe de polinomios tame.

Observagao 2.3 (a) Os polindémios tame foram introduzidos por Broughton [Br2] e o

termo tame € usado porque a curva integral do campo de vetores £(z) = VG tem

ERZIOIE
comportamento moderado.

(b) Decorre da defini¢ao que um polinémio tame tem um nimero finito de pontos criticos.

Definicao 2.4 Seja f : C* — C uma funcdao polinomial holomorfa tendo somente pontos
criticos isolados e ¢ € C. Sejam Py,--- , P, os pontos criticos de f em f~1(c) e pc(f) :=

T
Z,upi(f), em que pp,(f) € o o nimero de Milnor local de f. Definimos o o nimero total
i=1

d; Milnor de f como sendo p(f) := Z,uc(f).

ceC

Observacao 2.4 E possivel mostrar que, se f : C* — C € uma func¢ao polinomial holomorfa
com somente singularidades isoladas, entao

Clzy, -+, 2,
) = dime s el
<a_21,... ’a_zn>
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CAPITULO 2. CLASSES ESPECIAIS DE POLINOMIOS

0 0
em que (—8f g / ) denota o ideal gerado pelas derivadas parciais no anel de polinomios
21 Zn
Clz1, -+, 2n)-

Sejam f : C" — C uma funcao polinomial e ¥ o conjunto de pontos criticos de f. Sendo

f €T, temos que X ¢ finito. Com isto, existe Ry > 1, tal que VR > Ry, ¥y C Bg, em que
Bpr denota a bola aberta de centro na origem e raio R. Portanto, a aplicacao

r VI

IIVf I

estd bem definida e tem um grau topolégico que denotaremos por degs(V f).

2n— l 2n—1
LSl g2

Considerando f(Xf) = {c1,---,cx}, em [Brl, Proposi¢do 2.1, pg. 220] foi provado
k
=) u(f) = degoo(V ).
i=1

De forma geral, dados dois espacos topologicos X e Y, diremos que uma aplicacao p :
X —Y é prépria em y € Y, se existir uma vizinhanca U de y em Y, tal que p : p~1(U) — U
é propria. Logo f: C" — C é tame se, e somente se, Vf : C" — C" é prépria na origem.

Com as definicoes e notagoes acima, foi provada uma caracterizacao dos polinémios tame
em termos do numero de Milnor, como a seguir.

Proposicao 2.5 [Bri, Proposicdo 3.1, pg. 225] Sejam f : C* — C uma fun¢ao polinomial e
f2) = fz1,- , zn) — (w214 wpzy), em que z = (21, , 2n), w = (wy, -+ ,w,) € C™.
Entao, fT se, e somente se, u(f) < oo e u(f*) = pu(f) para todo w € C" suficientemente
pequeno.

DEMONSTRACAO: Inicialmente vamos fazer a prova da volta.

((<)) Suponha que p(f") = u(f) < oo para todo w suficientemente pequeno. Considere
os pontos de (V f)71(0) contidos em bolas fechadas disjuntas, e denote por B a uniao
destas bolas. Para w suficientemente pequeno, temos que Vf* = Vf — w, assim
IVf“(z) = V)| = |lwl| < [[Vf(2)|, = € OB. Portanto, os campos Vf* e Vf
sao homotdpicos e, por hipdtese, dego(Vf*) = p(f*) = pu(f) < oo para todo w
suficientemente pequeno. Logo, (Vf)~! é prépria na origem. Assim, temos que f é
tame.

((=)) Sendo f tame, segue que V f é prépria na origem e temos que (V) w) C B para
todo w suficientemente pequeno, em que B denota a bola aberta. Portanto, u(f") =
p(f) < oo pela [Brl, Proposigao 2.1, item i, pg. 220].

ad

Exemplo 2.6 Sendo f( y) = 2%y + x e considerando w = (a,b), temos que u(f*) = 0,
a#—1,b=0¢epu(f") =2,b+#0 Assim, seque da Proposi¢cio anterior que f nao € tame.

23



Segdo 2.3. POLINOMIOS QUASITAME E M-TAME

2.3 Polinémios Quasitame e M-Tame

A seguir apresentaremos a classe de polinomios quasitame introduzida por Andras Némethi
em [NZ1].

Definigao 2.5 Seja f : C" — C uma fungao polinomial. Definimos os polindmios quasi-
tame como sendo:

o7 =

feClzy, -,z 0 se{zx} CC" € uma sequéncia satisfazendo a Condi¢do 2.1,
ent@o kllg)lo | f(zk) — (zi, VL(z)) || = o0

Observagao 2.7 Se f € T, entao f € QT. De fato, observe que se f € Clzy,--+ ,2,] €
tame, o conjunto

X = {{z} € C" tal que a Condigcio 2.1 € satisfeita} € vazio.

Logo, f € QT.

Definicao 2.6 Seja f : C* — C wma funcdo polinomial. Definimos o conjunto de Milnor
de f por: o
M(f) ={z= (21, ,2,) €C": Vf(z) =Iz; A € C}. (2.2)

Observagao 2.8 Segue diretamente da definicao, que Xy C M(f).

Definicao 2.7 Seja f: C* — C uma fungao polinomial. Dizemos que f é M-tame, se para
toda sequéncia {z} C M(f) tal que a Condi¢ao 2.1 é satisfeita, entdo klim |f(zr)] = o0.
— 00

Denotaremos por MT a classe de polinomios M-tame.

Observagao 2.9 Segue da observagao 2.8 que, se f € MT, entdo f tem somente singulari-
dades isoladas. De fato, se tivermos uma curva o(t) C Xy tal que ||@(t)]| — oo, isto implica

que %(f(@(t))) = <%(90(t))ﬁf(so(t))> — 0, portanto, f(p(t)) = ¢ 4 .

No que segue introduziremos algumas definicoes e resultados preliminares com base em
[Pal], para mostrar que se f € QT , entao f € MT.

Definicao 2.8 Dada f : C* — C uma fung¢ao polinomial e os sequintes conjuntos:

Koo(f) :={20 € C: Hz} CC", com ||zx]| — +o0o tal que f(zx) — 20 € va(zk)H — 0}
e

Koo(f) :={{20 € C: Hz} C C", com ||zg]| = +o0o tal que f(zx) — 20 € szHva(zk)H — 0}.
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CAPITULO 2. CLASSES ESPECIAIS DE POLINOMIOS

(a) Diremos que f satisfaz a condi¢ao de Fedoryuk em z ou que a fibra f~!(z) satisfaz a
satisfaz a condicao de Fedoryuk, se zg & Koo(f), ou seja, se existe 0 > 0 tal que para
toda sequéncia ||zx|| — +oo, com f(z1) — 2o tivermos |V f(z)|| > 0.

(b) Diremos que f satisfaz a condigao de Malgrange em z, ou que a fibra f~!(z,) satisfaz
a condi¢ao de Malgrange, se zo & K (f), ou seja, se existir um § > 0 tal que para
toda sequéncia {z}, com ||z;|| = +00 e f(z) — 20, temos que

lzell - IV £ (i)l > 6. (2.3)

(c) Diremos que a fibra f~'(zy) satisfaz a condi¢ao de Malgrange fraca, se existirem N > 1
natural e um § > 0 tal que, para toda sequéncia {zy}, com ||zx|]| = +00 e f(zk) = 2o,

temos que B
(AR 5] = (2.4)

Definicao 2.9 Diremos que uma funcao polinomial f : C" — C satisfaz a condicao de
Fedoryuk (respectivamente, Malgrange fraca ou Malgrange), se f satisfizer a condi¢do de
Fedoryuk (respectivamente, Malgrange fraca ou Malgrange) para todo z, € C.

Decorre da defini¢ao que K (f) C IN(OO( f). No entanto, o exemplo a seguir mostra que,
em geral, eles podem ser distintos.

Exemplo 2.10 Considere o polindmio homogéneo f(x,y, 2) := 2*y—x2* € Clx,y, 2], c € C*
e a curva c
©0:(0,1) = C? trs <t2,§t*4,\/&5*1>

Assim, temos que
. . C .
i (1) = o0, T f(o(0) = =5 e i [V (o(0)] = 0.

Consequentemente, C* C [?Oo(f). Agora considerando a curva B(t) = (t*,t71,0), temos que
{0} C Ko(f) e, consequentemente C C K (f).

Por outro lado, tome zo € V' e suponha que f(z0) € Koo(f), ou seja, existe uma sequéncia
{zx} C C", ||z&]| = +o0, tal que f(z1) — f(20). Assim,

0 < 13- flzo)l = [(zi, V(2] < llzall - IV f(z0)l| = O
O que é uma contradigdo. Logo, Ko (f) & [?Oo(f).

Exemplo 2.11 O polinémio f(z,y) = x — 2%y € Clz,y] nao satisfaz a condi¢io de Mal-
grange em 0 € C. De fato, temos que

Vi(wy) = (1 -2y, -2
e sendo a(t) = (t, &), temos que

Vi(a(t)) = (0,—1%).
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Segdo 2.3. POLINOMIOS QUASITAME E M-TAME

Dat, 11_{% la(t)]| = oo, fla(t)) == elimVf(a(t)) =0. Mas,

t
5 t—0
la@I - IV fla@)]? = (|t|2+ﬁ)-ltl4

_ (21 +1 P
— :

iy la(0) 7+ 19 (o) 1? = 1y (L) e 0

t— 4

Assim,

E, portanto, f(x,y) = x — x®y ndo satisfaz a condi¢io de Malgrange.

Proposicao 2.12 Se f : C" — C ¢é uma func¢ao polinomial. Entao, a condicao de Fedoryuk
implica a condicao de Malgrange fraca, que por sua vez implica a condi¢cao de Malgrange.

Nl — 1 — L < 1, para z tal que ||z > 1, segue

DEMONSTRAGAO:  De fato, como “ = ~
que [|z[ VDN > 10 Assim, se existe 6 > 0 tal que [V f(2)]| > 4, segue que [[z]| VDA
IV£(2)|| > 6. Logo, segue a primeira implicacio. Além disso, como ||z|| > ||z||N=V/V | segue

que [|z]| - [V f(2)]| > [|2]| ¥V .||V f(2)|| > §. Portanto, segue a segunda implicacio. O

Lema 2.13 Se [ ¢é quasitame, entao [ satisfaz a condicao de Malgrange.

DEMONSTRACGAO: Com efeito, vamos provar usando a contra-positiva. Suponha que f nao
satisfaz a condicdo de Malgrange em algum 2, € C, isto é, existe uma sequéncia {z;} C C"
tal que

T [[24]] = o0, Jim f(z1) = 20 ¢ Jim [lz4] - [ V7 ()] = 0.
Logo,
(k) = (20, VIED] < 1F @)+ [z VI (20))]
< 1FG 2l - IV G = [20] 7 oo
Portanto, f nao é quasitame. O

Proposicao 2.14 Paran > 2, seja f : C* — C uma fun¢do polinomial. Se f satisfaz as
condicao de Malgrange, entao f é M-tame.
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CAPITULO 2. CLASSES ESPECIAIS DE POLINOMIOS

DEMONSTRACAO: Vamos fazer a prova por reducao ao absurdo. Assim, temos uma curva
p(t) € M(f) tal que [|p(t)|| — oo e |f(p(t))| — 2o para algum z, € C. Agora, consideremos
as seguintes expansoes:

p(t) == apt™ + ayt** 4 - -
em que cada a; € C" para cada 7 >0, a9 # 0 e a <0,
F(p()) = bot” + by t? T+ .. (2.5)

em que cada b; € C para cada j > 0, by # 0, por (2.8) e (2.9) temos que f(p(t)) Z0e >0,
e

V(f(p(t)) = cot” + et 4 -

em que cada ¢ € C" para cada [ > 0, ¢o # 0, pois V(f(p(t))) # 0 pela condicio de
Malgrange. Além disso, podemos escrever:

A(t) := Xot” + Mt7H 4
em que cada A\, € C para cada r > 0, A\g # 0.

Assim,

Vi) = At)-p(t)
cot’ et = At Mt ) - (ot + a4 )
ot + ot 0 = Ngapt?t 4

Desde que ag, co, Ag # 0, temos que

y=o0+a. (2.6)
Da identidade
d _ ) 5
Luwm = (B Tr6m) (2.7
d d
e = (B xapm) (28)
Bbotﬁil + (ﬁ —+ 1)b1t’8 + e = <aa0ta71 -+ .- ,)\0@0t0+a + - >
ﬁbotﬁ_l + (ﬁ + 1)b1t6 +--- = OZXOHCL()HQtQa_I—Hf + - (29)
Como a)g - ||agl|? # 0, segue que
2+0 > 3> 0. (2.10)

Das Equagoes (2.6) e (2.10), temos que

a+y>06>0 (2.11)
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Por outro lado, como f satisfaz a condicao de Malgrange, segue que

lpOI - IV f(p()]* > o7

o que implica que

llaoll® - [lcol*8***) 4. > 6% > 0

Assim,

a+v<0 (2.12)

Das Equagoes (2.11) e (2.12), temos que
a+y=0=0 (2.13)

Por (2.8) segue que f(p(t)) # bo. Podemos reescrever (2.5) da seguinte forma

F(p(t)) = by + byt™ + - -

com by # 0 e [; > 0. Além disso, temos que

blﬁltﬁlil + = CYXOHCL()HztzailJFU + ttt

Portanto, 51 = 2a 4 o e por (2.7) segue que 1 = v + «, 0 que é uma contradi¢do por
(2.13). O

2.4 PolinOmios Semitame

A seguir definiremos os polindomios semitame introduzidos por Némethi e Zaharia [NZ1].
Para tanto, consideraremos uma func¢ao polinomial f : C* — C e uma sequéncia {z;} C
M (f) satisfazendo a Condigao 2.1 — péagina 22.

Definicao 2.10 Dada f como acima. Diremos que f ¢ semitame, se
lim f(z) for finito, entdo lim f(z) = 0.
k—o0 k—o0
Denotaremos por ST o conjunto dos polindmios semitame.
Equivalentemente, diremos que f é semitame se dado

STy :={ce C:{z} C M(f),||z| — +ooe Vf(z) = 0; f(z) — c}

tivermos que STy C {0}.
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CAPITULO 2. CLASSES ESPECIAIS DE POLINOMIOS

Observagao 2.15 Se f € MT, entio f € ST. De fato, suponha que f ¢ ST, por de-
fini¢ao, teriamos que existe uma sequéncia {zx} C M(f) tal que

lim ||zx|| = 400 e lim Vf(2) =0
k—o0 k—o0

entao, klim f(zr) =20 A 0. Logo, f & MT.

A Proposigao a seguir pode ser encontrada em [NZ1, pg. 329], a qual manteremos o
mesmo enunciado e prova.

Proposigao 2.16 Se f € NNy, entao f € ST.

DEMONSTRAGAO: Seja f € NNy e p(t) € M(f) uma curva analitica que satisfaz
lim [[p(2)]| = oc. lim V£ (p(t)) = 0.
Podemos supor que
p(t) = (20t + 21t 22t ot 0, 0)
com 2] #0,---,2, #0ea; <0
Seja o(t) tal que Vf(p(t)) = o(t) - p(t). Quando o(t) = 0, obtemos de

YD) _ @0 )

que f(p(t)) é uma constante, igual ao valor critico, que deve ser zero, desde que f € N Ny. Se
0
o(t) £ 0, entdo o(t) := got’ + 011t 4+ -+ com gy # 0, e a—f(p(t)) # 0. Logo, identificando
21

R* com {z € R" : x4y = -+ =z, = 0}, temos supp(f) NR* # 0. Seja d o valor minimo da
k

funcao I, : supp(f) NR* — R, I,(z) = Z a;r;, e seja A a tnica face de supp(f) NR*, em
=1
que [, toma este valor. Entao

fp() = fa(z)t4 + -

e se d > 0 nao existe nada a provar. Se d = 0 e a; < 0 para cada j = 1,--- ,k, entao
0
f(z1,-+,2k,0,--+,0) ndo depende de z;. Portanto, a—f(p(t)) = 0, uma contradicio.
21
Sed =0 eexiste j € {1,---,k} com a; > 0, as condi¢oes (a) e (b) da definigao de face

ruim sao satisfeitas, quando temos

k
H={zxeR": Zajxj:()}.

Jj=1

Como f € NNy, segue que (c) ndo ¢é satisfeita. Portanto, A é uma face de I'(f). Pela
condigao de nao-degenericidade da face A, existe ¢ € {1,--- ,k} tal que

Ofa , o
8—zq(z ) #0.
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Segdo 2.4. POLINOMIOS SEMITAME

_0f

Além disso, como para todo j € {1,--- ,k}, temos que a—f(p(t)) (p(t))t% + - .-

c%j aZj
tende a zero quando t — 0, assim d — a, > 0, o que significa que a, < 0. Seja [ ={i: a; =
aq}t. A condicdo p(t) € M(f) implica que a, = min{a,--- ,a,} eparaj € I, d—a; = 6+ a
e
e} afA

0y % = a—zj(zo) # 0.

Também, para j € I temos d — a; < d + a;, portanto

fa

5, (2°) = 0.

Logo a relagao de Euler torna-se para fa:
(o] afA [} (]
Zajzjg(z ) =d- fa(z°) (2.14)
jerI J
. . . _ 0|2 __ P .~
e isto implica que g, - Z |27]" = 0, 0 que é uma contradigao.
jel

Quando d < 0 e fa(z°) # 0 nao existe nada a provar. Se d < 0 e fa(z°) = 0 obtemos

uma rela¢do como (2.14) e ocorre novamente a igualdade absurda g, - Z 122> = 0. O
jel

Observagao 2.17 (a) O exemplo 2.2 — pagina 21 mostra que a reciproca da observa¢ao
2.15 nao é verdadeira em geral. De fato, f € NNy e portanto f € ST. No entanto,
f & MT, pois a reta compleza {(x,0) : x € C} C Xy.

(b) Diante do exposto anteriormente temos o sequinte diagrama de inclusoes:

ST

MT
Malgrange

ar

Além disso, dada f : C" — C como anteriormente, se n = 2 entao seque de [Ti] que as
condigoes Quasitame, Malgrange e M-tame coincidem. E, se n > 3, decorre de [NZ1,
pg. 330] e de [PZ, pg. 271] que todas as inclusdes sao estritas.
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Capitulo 3

Fibracoes em Esferas

Sumario
3.1 O Teorema de fibragao para polin6mios Semitame . ... ... 31
3.2 Decomposicao open book . . . ... ... ... . 0o 37

Em [BP1, BP2| A. Bodin e A. Pichon adaptaram o conceito de semitame para fungoes
meromorfas com o objetivo de estender a fibragao de Milnor local para o ambiente global.
Com o mesmo objetivo e utilizando como ferramenta principal o poliedro de Newton no
infinito, M. Oka [Ok] apresentou um estudo dos polinémios mistos, que é uma classe especial
de polinomios que estao na fronteira entre as funcoes complexas holomorfas e as aplicagoes
analiticas reais. Também em [A-C1, A-C2] A. Aguilar-Cabrera fez um estudo dos germes de
polindémios mistos do tipo fg+ 2" : (C3,0) — (C,0), em que f,g sao fungoes holomorfas,
apresentando uma familia de aplicagoes analiticas reais cuja fibracao de Milnor associada
nao é proveniente de uma fungao holomorfa.

Na préxima secao veremos que a classe de polindmios semitame apresentada no capitulo
anterior satisfaz um teorema de fibracao em grandes esferas.

3.1 O Teorema de fibracao para polindomios Semitame

No caso complexo global, dada uma funcao polinomial nao constante f : C* — C é um
problema interessante decidir quando a projecao

T
1/l

¢ uma fibracao suave para todo R > 1, em que Kr:=V N 512{"1 é o link da singularidade
no infinito, em que V := f~1(0).

¢ = :S2 I\ K — S, (3.1)

Definicao 3.1 Diremos que uma funcdo polinomial nao constante f : C* — C admite uma
fibragdo de Milnor no infinito, se ezistir a fibra¢ao (3.1) para todo R > 1. Neste caso,
diremos que as fibras Fy := ¢~ (") sdo as fibras de Milnor no infinito.
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Segdo 3.1. O TEOREMA DE FIBRACAO PARA POLINOMIOS SEMITAME

Diferentemente do que ocorre no caso holomorfo local, em geral, nem sempre a fibracao
de Milnor no infinito existe. O principal objetivo desta secao é apresentar o Teorema de
fibragao para polinémios semitame (Teorema 3.1 — pdgina 32), conforme [NZ1], como segue.

Teorema 3.1 Se f € ST, entio para Ry > 1 a aplicagao (3.1) é uma fibra¢ao suave
localmente trivial.

Na prova serao necessarios alguns lemas, os quais seguiremos enunciado e a ideia da prova
conforme [Mill, NZ1]. O primeiro deles é o seguinte:

Lema 3.2 Sejam f € ST, p: (0,e) — C" uma curva analitica tal que Pr% Ip(t)]] = o0, o
%
nimero f(p(t)) € diferente de zero e o vetor Viog f(p(t)) é um mailtiplo complezo de \(t)-p(t).

Entdo o argumento do nimero complexo \(t) tende a zero ou m quando t — 0.

DEMONSTRACGAO: Considere as seguintes expansoes:
p(t) :== apt® + art* + -
em que cada a; € C" para cada i >0, ag # 0 e a <0,
f(p@)) = bot? + by t? Tt + ..
em que cada b; € C para cada 7 >0, by # 0 e
VIp(t)) = cot” + "™ + -

em que cada ¢; € C" para cada [ > 0.

Se V£(p(t)) = 0, segue da identidade

y LTI 00), (32)

que f(p(t)) é constante nao nulo, e isto contradiz a hipétese que f € ST.

Por outro lado, como Vliog f(p(t)) é um miltiplo complexo de A(t) - p(t), segue que

V() = At) - p(t) - f(p(t)) (3.3)
com isto temos que p(t) € M(f), co #0 e
Cot’y + Clt’wl + = )\(t) : [(ao%)taJrﬁ + - ]

Desta forma, decorre que
A(t) = Agt? ™2 g AT e B

com Ao # 0 e co = Aaghp. Além disso, das identidades (3.2) e (3.3), temos que
Bbot’ ™+ (B4 1)0ut? + -+ = allao|[*Aebot* T + - -

Se =0, entdao a+~ > 1, portanto v > 0 e f(p(t)) — by € C*, 0 qual é uma contradigao
com o fato que f € ST. Logo, 8 # 0 e, consequentemente, 3 = allag||*\o € Ao é um niimero
real. Portanto,

At) Ao

m-— = — =
OGN ol

+1, isto é, limarg(A(t)) = 0.
t—0
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CAPITULO 3. FIBRACOES EM ESFERAS

Lema 3.3 Seja f € ST. Se existe um niumero real Ry > 1 tal que para todo z € C*\ 'V,
||l > Ro com Vliog f(2) = Az, X # 0, entdo |[Im )\ < |Re\|.

DEMONSTRAGAO:  Seja p: (0,€) — C" uma curva analftica tal que p(t) € C"\ V, assim o
nimero f(p(t)) é diferente de zero. Como Vliog f(p(t)) = A(t) - p(t), segue que p(t) € M(f).
Portanto, pelo Lema anterior, temos que

lg%arg()\(t)) =0e [ImA\(t)] < |Re\(t)].

Alm ar r.)

Y

No que segue, mostraremos que estudar os pontos criticos de ¢(z) é equivalente a estudar
os pontos criticos de 0(z), em que 0(z) é o argumento do ntiimero complexo A(¢).

Lema 3.4 Seja f: C" — C uma funcgao polinomial. Entao, z € Sg\ Kr € um ponto critico
] —

V(z)

de ¢ se, e somente se, existe um A € R tal que i Viogf(z) = i——=- = \- 2

f(2)

DEMONSTRAGAO: Inicialmente, observe que para z € Sg \ Kg, isto é, f(z) # 0, podemos
escrever

f(2) — (02

?2) = 7

Como, localmente o logaritmo complexo esta bem definido, temos que:
- f(2)
log(e'®®) = log (—
£ (2)]
i0(z) = logf(z) —log|f(2)|
0(z) = ilog|f(z)] —ilogf(2)
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Segdo 3.1. O TEOREMA DE FIBRACAO PARA POLINOMIOS SEMITAME

Como 6(z) éreal e ilog| f(2)| é imagindrio puro, temos que 8(z) = Re(—ilogf(z)) e, portanto,

VO(z) = V(Re(—ilogf(z))). (3.4)

Agora, considere zy € Sg \ Kg um ponto critico de ¢ e uma curva diferencidvel « :
(—€,¢) = Sgp \ Kg com a(0) = zy e o/(0) = v # 0. Assim, temos que

0= 22 (0) = (0, T (a0) (35)

Por outro lado, ¢(z) = ||;§2|| = %) = Va(2) = —i - ) . VO(z). Por (3.4), segue que
Vé(z) = —i-e?® . V(Re(—ilogf(z))).

Dai, substituindo Vé(z) em (3.5), temos:

_d¢

0=
dv

(20) = (v, =iV (Re(—ilogf(20))))-

Donde segue que Re({v,iV(logf(20)))) = 0. E, portanto, iV (logf(zy)) = Azo.

Sl

Observacgao 3.5 Decorre do Lema anterior e da observacao 2.8 — pagina 24 que se f :
C"™ — C € uma fungao polinomial com singularidade nao isolada em C™*\ 'V, entdo ¢ nao é
submersao. O que ndao pode ocorrer se f € ST.

Corolario 3.6 Seja f € ST. Entao, para todo R > 1 a aplicacdo

o= 7

= m : S%n_l\KR — Sl,

¢ uma submersao suave.

DEMONSTRAGAO: Decorre do Lema 3.3 — pagina 33, que Viog f(z) e z sao C-linearmente
independentes ou, se Viog f(z) = Az, entdao [Im A| < |Re A|. No entanto, esta desigualdade
nao permite que A seja imaginario puro. Pelo Lema anterior segue o resultado. O
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CAPITULO 3. FIBRACOES EM ESFERAS

Lema 3.7 Seja f € ST e Ry > 1 como no Lema 3.3. Entdo para cada R > Ry existe um
campo suave de vetores tangente v(z) sobre Sg\ Kg tal que para cada z € Sg\ Kg o produto
interno complezo (v(z),iVlog f(2)) € diferente de zero e tem argumento menor que w/4 em
valor absoluto.

DEMONSTRAGAO: A prova é similar a prova do [Mill, Lema 4.6, pg. 40]. 0

Lema 3.8 Dado qualquer z € Sk \ Kg, existe um tinico caminho suave o : R — Sg\ Kg tal
do(t) v(2)
dt Re(v(z),iVlog f(2))

= w(a(t)) com condigdo inicial a(0) = z, em que w(z) =

DEMONSTRACAO: Pelo Teorema de existéncia e unicidade de solucao de equacao diferen-
cial, tal solu¢do z = «(t) existe localmente e esta solugao pode ser estendida a um intervalo
aberto maximal da reta.

Como Sk \ Kgr nado é compacto, é suficiente mostrar que nao existe ¢, € R tal que
a(t) 4 Kg quando t — tg. Ou seja, que f(a(t)) 4 0, quando t — ¢y, ou equivalentemente
que, Re(log f(a(t))) # oo quando t — ;. Para mostramos que isso ndo ocorre, vamos
mostrar que a derivada de log f(a(t)) é limitada. Com efeito,

41 [telog 1(a(o))] = | e w(a0). Tiog(1(al))] <1
Observe que
% _ Re<d‘2‘i§t),ﬁzog(f<a(t)))>
— Re(u(a(t)),i Viog(f(alt))))
. v(a(t) ot
= et i ViogUaay VO
~ Re(vla(t).i %Og<f<a<t>>>> Relvlalt), sViogF =)

=1

Segue que O(a(t)) =t + 0y, em que 0y é uma constante.

Assim,

_ fel®) i) ire) — itit
ola(t)) = @) =e =) =¢tet™ Vi eR

Portanto, ¢ é submersao sobrejetora suave. Para completar a prova do Teorema 3.1, resta
mostrar a trivialidade local. Para isso considere h; : Sg \ Kr — Sg \ Kg o difeomorfismo
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definido por (z,t) — a.(t), em que a, : R — Sg\ K é a tinica curva integral com a,(0) = 2
para cada t € R. Consequentemente, se z € Fy,

¢(ht(2)) _ ¢(a2(t)) _ eie(az(t)) _ ei(t—i—e(az(o))) _ ei(t-i—@(z)) _ ei(t-i—@).

Portanto, para cada t € R o difeomorfismo h; leva a fibra Fy := ¢~ !(e'?) sobre a fibra
Fy. ;. Para mais detalhes dos argumentos bésicos o leitor interessado pode consultar, por
exemplo, [CS, pg. 30]. O

Com base no que foi discutido neste capitulo e no capitulo anterior, temos o seguinte
diagrama de inclusoes.

Fibracao de Milnor no Infinito

ST
MT
Malgrange

ar

Uma pergunta natural é: a existéncia da fibracao de Milnor no infinito para f, implica

feST?

Nesta dire¢ao, Arnaud Bodin [Bo| provou a seguinte caracterizacao:

Teorema 3.9 Dada f : C?* — C uma funcgdo polinomial. Entdo, f € ST, se e somente se,
f admite fibracao de Milnor no infinito.

Considerando f : C" — C polinomial holomorfa, decorre das discussoes anteriores que se
f admite fibracao de Milnor no infinito, entao ¢ é uma submersao para todo R > 1. Além

f

disso, o conjunto singular, ¥¢/s, da projecao m :C"\V — S é um conjunto finito de
pontos. Pelo Lema 3.4 — pagina 33, temos que Xy \ V C Xy € portanto f admite um

ntmero finito de pontos criticos em C™\ V. Com isto, temos o seguinte diagrama mais geral.
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CAPITULO 3. FIBRACOES EM ESFERAS

f admite um nimero finito de pontos criticos em C" \ V'

Fibragao de Milnor no Infinito

ST

MT
Malgrange

ar

Para o caso n > 2 a reciproca do Teorema 3.1 é ainda um problema em aberto. No
entanto, uma reciproca parcial sob a condi¢cao Newton nao-degenerada no infinito pode ser
encontrada em [Ch, Teorema 4.1.3, pg. 32].

3.2 Decomposicao open book

O conceito classico de estrutura open book foi denominado por Winkelnkemper [Wi]. Este
conceito aparece na literatura com varios outros nomes: fibered links, Nevwrith-stallings pairs
etc (para mais detalhes, veja por exemplo [Lo]).

Uma classe importante de exemplos de estrutura estrutura open book pode ser encon-
trado em [Mill] ao considerarmos um germe de fungao holomorfa f : (C*,0) — (C,0) com
singularidade isolada.

Nesta se¢ao, nossas principais referéncias sao os artigos [ACT, ACT1], no qual os autores
utilizam uma generalizacao do conceito de decomposicao open book para obter fibragoes
suaves localmente triviais sobre esferas de raios suficientemente grandes (Teorema 3.12 —
pagina 39).

A seguir apresentaremos algumas notacgoes e definicoes mais gerais.
Sejam F' = (f1,-, f,) : R = RP, n. > p > 2 uma aplicagao polinomial, V := F~1(0),

F/||F| :R*"\V = 5771 e p: R" = R, p(x) := ||z||*. Considere os conjuntos M(F) := X,
e M(F/||\F||) := Xr/r|,p), conjuntos de Milnor de F e da projegdao F/||F||, respectivamente.

Observagao 3.10 (a) Segue das defini¢oes acima, que M(F) é um conjunto algébrico
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fechado e que M (F/||F||) é um conjunto semi-algébrico relativamente fechado.

(b) Decorre também das defini¢oes acima que M (F/||F||) C M(F)\V, pois, sex ¢V ¢
tal que p M, F, entdo p th, F/||F||.

(c) Além disso, analisando o diagrama abaizo:

R™\ V R?\ {0}
m(y) = qin
Spt

temos o sequinte diagrama de inclusoes:

Xr)|F| C Sp S M(F)
N Ul
M(F/IIF)SM(F)\V

Definicao 3.2 Seja X C R"™ um conjunto semi-algébrico ilimitado. Diremos que X tem
dimensao 7 no infinito, se existir um raio R > 1 e B}E(0) tal que cada componente irredutivel
de X em X\(3(X) U B}(0)) tem dimensao r. Neste caso, também diremos que a codimensao
de X no infinito é n —r e denotaremos por codimy(X) =n —r.

Defini¢ao 3.3 Diremos que o par (K,0) é uma estrutura open book superior com binding
singular em uma variedade analitica M de dimensao m —1 > p > 2, se K C M ¢é uma
subvariedade real singular de codimensio p e @ : M\ K — S'™' é uma fibragio suave
localmente trivial, tal que, K admite uma vizinhanga N para a qual Ox\kx € a composi¢ao

O\ N\K =8P~

N\ B—t—pr\ {0}—F—sp""

em que h € uma fibracdo suave localmente trivial e T € a projecdo radial. Diremos que a

subvariedade singular K é o binding e que o (fecho das) fibras de 0 sao as paginas do open
book .

Com as notagoes e definigoes acima em [ACT] os autores provaram o seguinte resultado.

Teorema 3.11 [ACT, Teorema 1.3, pg. 819] Seja F : (R",0) — (RP,0) um germe de
aplica¢io analitica, n > p > 2, tal que codim(V) = p, em que V. = F~1(0). Suponha
que M(F)\V NV C {0}. Se M(F/||F|) = 0, entio (K, F/||F||) € uma decomposi¢ao
open book de Sﬁ_l com binding singular, independente (a menos de isotopia) do raio € > 0
suficientemente pequeno.
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Em [ACT1] os autores provaram uma contraparte deste resultado no aspecto global, como
segue.

Teorema 3.12 [ACT1, Teorema 3.2, pg. 4] Seja F : R™ — RP wuma aplicagdo polinomial
real tal que codime. (V') = p. Além disso, assuma que M(F)\'V NV ¢é limitado. Entao sao
equivalentes:

(a) (Kg, F/||F||) é uma decomposi¢do open book de Sp~' com binding singular, indepen-
dente do raio R > 1, a menos de C'* de isotopia.

(b) M(F/|F||) ¢ limitado.

Omitiremos a prova do Teorema acima, pois provaremos um resultado mais geral (Teo-
rema 4.1 — pdgina 42).

Observacao 3.13 As hipdteses do Teorema 3.12 nao excluem a possibilidade de ramos ili-
mitados no conjunto Xp NV.

Lema 3.14 Se ¥p NV € limitado, entao M(F)\V NV ¢ limitado.

DEMONSTRAQAO: Basta considerar p : V' — R e usar a aplicagao 1.12 — péagina 10. O

Corolédrio 3.15 Seja F : R" — R? uma aplicagdo polinomial real tal que codims(V) > 0
e seja Xp NV limitado. Entdo (Kg, F/||F|) é uma decomposicio open book de S,
independente do R > 1, a menos de isotopia, se, e somente se, M(F/|F||) € limitado.

Observacao 3.16 A hipdtese que o conjunto Xp NV € limitado € a mais geral sobre a qual
(Kg, F/||F||) pode dar origem a wma estrutura open book sobre Sp~' com link nao-singular.

Como vimos, no caso global de uma aplicagao polinomial complexa f : C* — C, usando o
método de Milnor para grandes esferas, em [NZ1] Némethi e Zaharia mostraram a existéncia
da fibracao de Milnor no infinito para f € ST. O Corolario a seguir nos mostra como obter
este resultado usando a técnica da decomposicao open book no infinito.

Corolario 3.17 [ACT1, Teorema 3.6, pg. 5] Seja f : C* — C, n > 2, um polinémio
complexo nao-constante. Se f € ST, entao, (Kg, f/|f|]) é uma decomposicao open book
de sz”_l com link singular, independente do raio R > 1, a menos de C*° isotopia.

DEMONSTRAGAO: De fato, claramente codims(V) = 2. A condigao M(f)\V NV ser
limitada segue do fato bem conhecido que qualquer funcao polinomial complexa satisfaz a
condigao ay de Thom no infinito ao longo de uma estratificacao de Whitney do conjunto dos
zeros. Ver, por exemplo, M. Tibar [Ti].

Além disso, segue do Coroldrio 3.6 — pagina 34 que M (f/||f||) é limitado, o que completa
a prova do Corolario. O
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Capitulo 4

Um Teorema Estrutural para
Conjuntos Semi-Algébricos

Sumario
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4.3 Uma condicao semi-algébrica . . ... ... ... ......... 44

4.1 As condigoes de Milnor (a) e (b) generalizadas

Neste capitulo apresentaremos um dos principais resultados da Tese. A saber, provaremos
uma generalizagao dos Teoremas de fibragoes em esferas: caso global (Teorema 3.12 — pdgina
39) e caso local ([Mill, Teorema 11.2, pg. 97]). Para tanto, em analogia com as esferas,
consideraremos W™~ ! ¢ RY uma variedade suave compacta sem bordo semi-algébrica de
dimensao n — 1.

Seja F' = (f1,..-, fp) RY - RP, 2 < p<n-—1< N uma aplicacdo C?-semi-algébrica
e F =L RV\ V(F) - SP7! em que V(F) := F~1(0), provaremos um critério de

IF] K
existéncia da estrutura de fibragao induzida por F' (Teorema 4.1 — pagina 42). Além disso,
também mostraremos que a aplicagao G := 7o F : (f1,..., fp-1) : RY = RP™! em que 7 é a

projegao candnica na meta, também define uma fibra¢ao suave localmente trivial (Teorema
4.10 — pagina 47).

Definicao 4.1 Sejam F : RN — RP uma aplicaciao C*-semi-algébrica, W C RN como acima
e Vw(F):=V(F)nW.

(1) Se a aplicagdo F‘W : WA\ Viw(F) — SP~Y for uma fibragdo suave localmente trivial,
diremos que F} € a fibracao estrutural induzida por F' em W.

(2) Diremos que F' satisfaz as condi¢oes de Milnor (a) e (b) generalizadas se:
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(a) ZF\ Vir(F) N Vg (F) = 0;
(b) S =0,

Notagoes:

e > é o conjunto de pontos criticos de F’;

Y7 é o conjunto de pontos criticos de [

YW ¢ o conjunto de pontos criticos de Fw;

e Z%V ¢ o conjunto de pontos criticos de Fy .
Nosso principal resultado desta secao é o seguinte:

Teorema 4.1 (Teorema Estrutural) Se F' satisfaz a condicao de Milnor (a) generali-
zada, entao sao equivalentes:

(i) F]W ¢ uma fibragao estrutural induzida por F' em W
(ii) F satisfaz a condigcdo de Milnor (b) generalizada.

DEMONSTRACAO: Sem perda de generalidades, podemos assumir que W é conexo. Além
disso, observe inicialmente que a condi¢ao de Milnor (b) generalizada vale, se e somente se,
F:W\ Vi (F)— sPt

¢ uma submersao.

Pelo Lema de sele¢ao da curva local, temos que a condigao (a) significa que existe § > 0
suficientemente pequeno e um disco fechado Ds centrado na origem, tal que

F: F7{(Ds \ {0}) "W — D; \ {0}
¢ uma C%-submersao sobrejora prépria.

(i) = (i) : Neste caso, temos que F': W\ Vyy (F) — SP~1 é uma fibracio suave localmente
trivial, em particular, ela é uma submersao. Logo, vale a condigao de Milnor (b) generalizada.

(17) = (i) : Podemos supor que Vi (F') é ndo vazio. De fato, se ele é vazio a condigao de
Milnor (a) generalizada é sempre satisfeita e pela condi¢ao de Milnor (b) generalizada, temos
que F : W — SP~! ¢ uma C?-submersao prépria e sobrejetora, desde que SP~! é conexo.
Portanto, (i) segue do Teorema de Ehresmann.

No caso Vi (F) é ndo vazio, a projecio F' : W \ Viy(F) — SP~! ndo é prépria e nao
podemos usar o Teorema de Ehresmann diretamente. Contudo, a aplicagao F : F~1(D; \
{0}H)NW — Ds\ {0} é submersao sobrejetiva e propria. Assim, pelo Teorema de Ehresmann,
a aplicacao

Fi: F7H(Ds \ {0}) "W — D5 \ {0} (4.1)
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é uma fibragao suave localmente trivial. Agora, podemos compor (4.1) com a projecao radial

71 (D5 \ {0}) — SP71 mi(y) == Tof € POr conseguinte, temos que

F:F Y D;\{0})nW — sp~! (4.2)
¢ uma fibragao suave localmente trivial.
Da fibragao (4.1) temos que a aplicagao
F:FYS;)NW — sp1 (4.3)
é também uma fibragao suave localmente trivial e portanto sobrejetiva.
Isto implica que a aplicacao
F:W\ FY(Ds) = s7! (4.4)

é sobrejetiva e prépria, em que f)g ¢ um disco aberto em RP. Agora, usando a condicao de
Milnor (b) generalizada, temos que a aplicacao (4.4) é uma C*-submersao. Portanto, pelo
Teorema de Ehresmann temos que esta aplicagao é uma fibragao suave localmente trivial,

Para completar a prova observe que podemos “colar” as fibragoes (4.2) e (4.4) pelo bordo
comum F~!(Ss) N W, usando a fibragao (4.3), para conseguir a fibragao suave localmente
trivial desejada. O

Observagao 4.2 (a) O argumento principal na prova do Teorema anterior € baseado no
Teorema de Ehresmann. Portanto, € possivel generalizar as condigées (a) e (b) acima
e o Teorema 4.1 para C*-aplicacoes e variedades ndao necessariamente semi-algébricas;

(b) E possivel trocar a subvariedade W por um conjunto compacto semi-algébrico com
conjunto singular S(W) # 0, se adicionarmos como hipdtese a condigao S(W) C
Viv (F). Também poderiamos trocar a condi¢ao de compacidade de W, pela condi¢ao
de F' ser uma aplicagcao propria em W. Em ambos os casos citados o Teorema 4.1 e
sua prova seriam andlogas.

4.2 Estrutura open book de aplicacoes polinomiais

A seguir descreveremos como nosso Teorema Estrutural para aplicagoes semi-algébricas
generaliza os analogos do caso local e global.

Considere F' = (f1,...,f,) : (RY,0) — (RF,0) um germe de aplicacido analitica real
satisfazendo as hipSteses do [ACT, Teorema 1.3]. Seja W = p~!(?) = SV~ em que
p(x) = 37 a7 e € > 0 suficientemente pequeno, Viy(F) := K. o link do germe V(F). O
conjunto singular ¥}V (e respectivamente, Z%V) é, portanto, o conjunto de Milnor M (F') :=
{z e U : F fi, p} (respectivamente, M(F) := {z € U\ V(F) : F i, p}). Com estas
consideragoes, temos que as condigoes de Milnor (a) e (b) generalizadas coincidem com as
condigoes estudadas em [ACT] e, portanto, o Teorema 1.3 de [ACT] é um caso particular do
nosso Teorema 4.1 — pagina 42.
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Para ver o que ocorre no caso global, vamos considerar uma aplicacao polinomial real
F=(f,...,f,) : RY = RP e escolher W como sendo W := S5~ com R > 1. Neste caso,

nossas condigoes (a) e (b) significam que os conjuntos M(F)\ VNV e M(F) sao limitados,
assim, o Teorema 3.12 — pagina 39 ¢é obtido do nosso Teorema 4.1 — pagina 42.

Exemplo 4.3 Seja F : R® — R?, definida por F(x,y,2) = (x, 2* +y(z*+y*+2?)). Cdlculos
diretos mostram que F' tem apenas uma singularidade isolada (0,0,0) e, portanto, a condigdo
de Milnor (a) generalizada vale. Considerando P(x,y, z) =z, Q(x,vy, z) = 2*+y(z*+y*+2?),
pelo Lema 4.5 — pdgina 45 basta analisar o rank da matriz

( w(z,y, 2) )

Vp(x7y7z) 2%3

em quew(z,y, 2) = P(a,, 2)VQ(,y, 2)~Q(#,y, )V P&,y ), para concluir que M(F/||F))
¢ limitado.

I

Gk S%2\ Kr — S} é uma fibragdo suave

Portanto, para R suficientemente grande,
localmente trivial.

4.3 Uma condicao semi-algébrica

Considerando um germe de aplicagdo polinomial real F' = (f;,---,f,) : (R",0) —
(RP,0), tal que F(0) = 0, n > p > 2 com singularidade isolada, podemos compor com
o germe de projegao 7 : (RP,0) — (RP™!,0) para obter um novo germe de aplicagao
g =mokF : (R,0) — (R 0) a qual certamente também tem singularidade isolada
na origem.

Em [AD] os autores provaram um resultado mais geral mostrando que se um germe
F = (fi,--,f) : (R",0) — (R?,0) de aplicagdo analitica real satisfaz as condicoes de
Milnor (a) e (b) introduzidas por D. Massey em [Ma2], entao para todo I = {iy,--- 4},
2 <[ < p, o germe de aplicagao fr = (fiy, -, fi,) : (R",0) = (R',0) também satisfaz as
condigoes de Milnor (a) e (b).

Nosso préximo objetivo é provar que as condigoes de Milnor (a) e (b) generalizadas,
também sdo preservadas apds considerarmos a composicao da aplicacao C?-semi-algébrica
F = (fi,--,fy) : RY — RP com projegoes canonicas na meta. Tal resultado estende
de maneira natural todos os resultados obtidos anteriormente nesta diregao. Para tanto,
considere a seguinte definicdo motivada no Teorema de Tarski-Seidenberg (Teorema 1.7 —
pagina 9):

Definicao 4.2 Sejam F = (f1,..., f,) : X C RY — R? uma aplicagio C*-semi-algébrica,
X C RY um conjunto semi-algébrico, m : RP — RP™! a projecdo candnica, e suponha que
F satisfaz uma certa propriedade A. Diremos que A é uma propriedade semi-algébrica, se
mo F também satisfaz a propriedade A.

Assim, no que segue, mostraremos que as condi¢oes de Milnor (a) e (b) generalizadas
sao condicoes semi-algébricas. E, por conseguinte, pelo Teorema Estrutural considerando
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G:=m0F = (f1,...,fp-1) : RF — RP™! p > 3, teremos que §|W também define uma
fibracao suave localmente trivial.

A importante observacao abaixo determina os geradores do espago normal das fibras de
F:RN\V(F)— SrL.
Observagao 4.4 Seja m; @ RF — R~ a projecao (y1,-- yp) = (Wi, Uiy Yp). A
restri¢io de mo F' ao conjunto aberto {f; # 0} € dada por:
mo F:RVN\V(F) — BrlcRrl!
T (?1(1'), J?l(‘r)7 7?}7(1;))

em que f; denota a funcdo ”J;i” e f, significa que omitimos a fungdo fi, parai = 1,--- p.

Além disso, temos que Xy N{ fi # 0} € o conjunto de pontos, em que
- Vfl -

Vi
vfi—i—l

rank <p-—1.

v/, |

Veremos abaixo uma forma de obter estes geradores explicitamente. Nesta direcao con-
siderando, como em [AT, ACT1], para cada 1 <i,j < p os campos de vetores:

wi j() = fi(x)V fi(x) — fi(2)V fi(z),

segue que w;;(x) =0 e w;;(z) = —w; ;(z). Além disso, temos o seguinte:

Lema 4.5 Se F' = (fi,---, f,) : R* = R? uma aplicagao C*-semi-algébrica, entio para
cada 1 < j < p, temos que

I/ VRS B
V(HFH)( ) DAk Y ful@)wn(). (4.5)

1<k#j

Observacao 4.6 Decorre do Lema anterior que se x nao for um ponto singular de F, entao
o conjunto de vetores {w; ;(z)}1<i<j<p gera o espago normal em R*\V(F) da F~*(F(z)) em
x.

Segue da definicao a seguinte relagao circular.

Lema 4.7 Para todo 1 <1< j <k <p temos:
fiwjr + fewij + fiwn: =0, (4.6)
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Como esta relagao contém importantes informagoes sobre o espago normal da fibra da
projecio F : RN \ V(F) — SP~ vamos denominé-la de equacdo de Milnor.

Lema 4.8 Dada F' como acima, para todo x no conjunto aberto {fi(x) # 0}, temos a
sequinte equacao matricial:

S

V(i) (@)
1E]]
V(=) (@)
1 ()] [ =
f'
V() (@)
[ pxm
_f2 _f3 s _fpfl _fp
fRAfi+f) _ffs _ fofo1 _ fofy w1 2()
f1 1A e IR 7 ,
hfs FRHI3+ 12 4P  fafp s wi3(w)
fi fi T fi fi
_fofp _ f3f ik it 15(2) (p—1)xn
fi fi T f1 f1 px(p—1)

em que a p X (p — 1) matriz tem rank mazimal.

DEMONSTRAGAO: A igualdade matricial segue diretamente do Lema 4.5 e da igualdade de
Milnor.

Agora, para verificarmos que a p X (p — 1) matriz tem rank maximal, considere a (p —
1) x (p — 1) submatriz, digamos A(z), obtida da p x (p — 1) matriz acima removendo-se a
primeira linha

R4+ f2 _ fofs _ fofa fofe
fi fi f1 f1
_bfs ARGt fh _fshy
A(m) = f1 f o f1
_ oty _fshe _fatp i R
f1 fi fi fi

Como A(z) é uma matriz simétrica, temos que ela é diagonalizével, assim, a multi-
plicidade algébrica e geométrica coincidem. Agora, usando ferramentas de algebra linear,

F(x)|?
podemos provar que % é um autovalor com multiplicidade (p —2) e fi(z) é um auto-
1
valor com multiplicidade um. Portanto, o determinante de A(x) é igual a %, o qual

nunca se anula no conjunto aberto {fi(z) # 0}. Portanto, o operador linear A(z) ¢ injetivo
e os ranks da p x n matriz do lado esquerdo e da (p—1) x n matriz do lado direito sao iguais,
o que completa a prova. 0

Observacao 4.9 O Lema acima ainda é vdalido com a mesma demonstragao, se trocarmos
o aberto { f1(x) # 0} pelo aberto { fi(x) # 0}, para cada i = 2,--- ,p. Neste caso, a i—ésima
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linha da matriz p x (p — 1) € dada por

air, = —fr, sek <i

A, = —fr+1, sek >1

Agora, removendo esta linha da matriz, obtemos uma (p — 1) X (p — 1) matriz simétrica tal
que os elementos na diagonal sao dados por

( p f2
aj; = Z —’f, sej<i

1<k#j 7"

p 2
;i = Z f—kse‘>'
Jji — ) J=1

1<kAj+1 77

e os elementos acima da diagonal sao dados por

alk:—flf%, sek <1

alk——%, se k> 1.

A (p— 1) x n matriz neste caso toma a sequinte forma

Wi,1
Wi 2

Wi i—1
Wi i+1

Wi.p (p—1)xn

Agora podemos provar que as condigoes de Milnor (a) e (b) generalizadas sao semi-
algébricas.

Teorema 4.10 Sejam F = (f1,..., f,) : RY — R? uma aplicagio C*-semi-algébrica, p > 3,
em: RP = R (yy,-,9,) = (Y1, Ui+, Yp) @ Projecao canonica. Se F satisfaz as
condigoes de Milnor (a) e (b) generalizadas, entdo mo F também satisfaz.

DEMONSTRAGAO:  Como antes denotemos a aplicagao composigao moF por G = (fi,. .., fp-1)
e por G = ﬁ
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Inicialmente, mostraremos que a condigao de Milnor (b) generalizada vale para G. Para

tanto, vamos assumir que existe x € Eg’. Entao, existe i € {1,---,p—1}, tal que f;(x) # 0.
Como, por hipétese, W C RN é uma variedade suave semi-algébrica de dimensao n — 1,
temos que existe uma vizinhanga de z tal que W := {hy(z) = 0, -+, hxy_ns1(x) = 0}, em
que {hy, - ,An_ns1} s@o fungoes suaves semi-algébricas e 0 é valor regular da aplicacdo
(hi, -+ hn—ns1) : RY — RN="+1 Pela observacio 4.4, no ponto z, temos que
[ Vhl (.23')
Vhy_ni1(z)
Vfi(z)
rank : <N-n+1+p-—2
V]il',l(.’ﬂ)
V fivi(x)
L V fp-1()

Assim, adicionando-se na tultima linha da matriz anterior o vetor V f,(x), segue que:

Vhl ([L’)

VhNinJrl(x)
Vfl(l')
rank : <N-n+1+p-—1

Vfivi(x)

V()

E pela observacao 4.4, temos que x € E%/,

W = 0. Logo G satisfaz a condigao (b).

o que é uma contradicao com a hipdtese

Agora, provaremos que G também satisfaz a condigao de Milnor (a) generalizada, isto é,
temos que mostrar que

S0\ Vir (G) N Vi (G) = 0.

Para tanto, observe inicialmente, que X% C X% e Vi (F) C Viy(G). Assim,

Sa \ Vw(G) € X\ Vie(F) = X\ Vir(G) € T\ Vi (F).

Logo, vale a seguinte inclusao:

2g \ Vi (G) N Vi (F) C Z5\ Vip(F) N Vig (F). (4.7)

Como LW\ Vi (F) N Viy(F) = 0, temos que ¥ \ Viw(G) N Vi (F) = 0. Assim, para
completarmos a prova da condigao (b) para G, resta verificarmos o que ocorre quando consi-
deramos o conjunto Vv (G) \ Vix (f,), isto é, se f, # 0. Mas, pela observacao 4.4, temos que
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z € Y\ Vig(f,) se, e somente se,

[ Vhi(z) ]
rank VhNi;lH(m) <N-n+1+p-1.
Vfi(z)
pril(ﬂf)
Por outro lado, em Vi (G), parai=1,...,p — 1, temos que

Vi = L IV = AV F]) = v,

1112 1E]
Consequentemente,
zeX¥ N{f, £0} xSy N{f, #0}
Portanto,
2 N[V (G)\ Vir(£,)] = B¢ 0 [Viv(G) \ Vir (f,)] - (4.8)

Agora, note que podemos escrever
SEA\Vw(G) NV (G) = SF\ Viw(G) N [Viv(G) \ Vi (fp) U Vv (F)]
= SE\ V() n Vi (B) |28\ Vi (G) N [Viw (G) \ Viw (£,)] -
Como X é fechado e B \ Viy(G) N Viy (F) = 0, concluimos que

U\ Vi (G) N Vig(G) € S N Vi (G)\ Viw (£,)] -

Assim, por (4.8), temos que

S\ Vir (G) N Vin(G) € SF 0 [Vie(G) \ Viw (f,)] -

Mas, pela condigao de Milnor (b) generalizada para F', o lado direito desta inclusao é
vazio, logo

S0\ Vir (G) N Vi (G) = 0.

E, portanto, vale a condigao de Milnor (b) generalizada para GG, como querfamos mostrar.
0

Observacao 4.11 Seque diretamente como uma aplicacio do Teorema FEstrutural que a
aplicagio G : W\ Viy(G) — SP=2 é também uma fibragdo suave localmente trivial para
todo p > 3.
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Capitulo 5

Topologia da Fibra de Milnor no
Infinito

Sumario
5.1 Relacao entre as fibras Mrpe Mg . . . .. .o v v v v v 52
5.2 A caracteristica de Euler das fibras e dos links relativos . . . . 57
Considerando um germe de aplicagdo analitica F' : (f1,---, f,) : (R",0) — (R?,0),

n >p > 2com Xr = {0}, Milnor mostrou que para cada € > 0 suficientemente pequeno,
existe um 0 > 0, 0 < § < ¢, tal que, a aplicacao

. pn A -1 ap-1 -1
F:BIOF(SP7) — Sh, (5.1)
é uma fibracao suave localmente trivial. Além disso, foi usado um campo de vetores radial
conveniente em By \ V' para “inflar” o tubo Bl N F~'(S?~!) para a esfera S~ mantendo o
bordo SP~' N F~1(SP~1) fixo, obtendo uma fibracao localmente trivial
n—1 ] -1
SeT\N(K) — S (5.2)
em que N(K.) é uma vizinhanga tubular fechada de K, em S"*

Considerando p > 3 e o germe de aplicagao G := (f1, -+, fp—1) : (R™,0) — (RP~1,0),
obtida de F' omitindo a tltima fungao coordenada, em [Mill, pg. 100] Milnor conjecturou:

Conjetura 5.1 _Sejam MF e MG as fibras da fibragao 5.2 associadas a F' e G, respectiva-
mente. A fibra Mg € homeomorfa ao produto da fibra Mpr com o intervalo unitdrio.

Assumindo as condigdes (a) e (b) de Massey para p > 2 em [AD], os autores, usando
ferramentas da Teoria de Morse e da Teoria de Singularidades, responderam positivamente
esta conjectura para a fibra da fibra¢ao no tubo de Milnor (5.1). O resultado obtido por eles
foi o seguinte:

Teorema 5.2 [AD, Teorema 6.2, pg. 11] Sejam Mg e Mg as fibras da fibragao no tubo de
Milnor (5.1) associadas a F e G, respectivamente. Entao Mg € homeomorfa a Mpx[—1,1].
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Na referéncia [DAYA, secao 5, pg. 16] os autores provaram que se F' satisfaz as condigoes
de Milnor (a) e (b) definidas por D. Massey e M (F/||F'||) for vazio, entao as fibras da fibrac¢ao

5.1 e da fibragao TFT : S\ K. — SP~! sdo homotopicamente equivalentes.

De forma geral, podemos considerar este problema para W1 C RN e F = (f1,---, f,) :
RY - RP, 2 <p<n—1< N uma aplicacio C?-semi-algébrica, como no capitulo anterior.
Ou seja, ja vimos que as condigoes de Milnor (a) e (b) generalizadas sdo semi-algébricas
(Lema 4.10 — pégina 47), logo, denotando por Mp a fibra de F': W\ Vi (F) — SP~1 e
por Mg a fibra de G : W \ Vi (G) — SP~2 é também natural questionar como elas estdo
relacionadas.

5.1 Relacao entre as fibras Myp e Mg

Nesta secao nosso principal resultado é:
Teorema 5.3 A fibra My é homotopicamente equivalente a fibra Mp.

Para provarmos o Teorema acima precisaremos de algumas defini¢oes e resultados preli-
minares.

Observacgao 5.4 Sem perda de generalidades, podemos considerar
Mg = F‘il(laoa"' 70) ﬂ<W\VW(F))
Assim, podemos escrever

MF:{f1>0,f2:"':fp:0}ﬂW

Analogamente,

Mg={fi>0,fo=--=f1=0}NW.

Com isto, temos que Mp = Mp U Vi (F) e que Viy(F) = Mp N {f, = 0}.

A defini¢ao a seguir é motivada pela referéncia [Th].

Definicao 5.1 Sejam M wma variedade suave e f: M — R uma fun¢dao suave e positiva.
Diremos que f € uma “carpeting function” para M, se existe um § > 0 tal que em (0, 0] nao
existem valores criticos de f.

Lema 5.5 As fungoes fiy, e fijm,, sao carpeting functions para Mp e Mg, respectiva-
mente.
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DEMONSTRACAO: Segue da observacao 5.4 acima que a funcao f; é estritamente positiva
em Mp. Vamos provar que existe > 0 tal que f; é uma submersao em Mg N (f1)71((0,4]).
Assumiremos que isto ndo ocorre, e, neste caso, podemos encontrar uma sequéncia {0, }nen
tal que d,, > 0, 6, — 0 e {fi = d,} ndo intersecta Viy(fa, -+, f,) transversalmente. Isto
implica que existe y, em {f; = 6,} tal que y, € ¥ \ Vi (F). Mas, como W é compacto,
temos que LW \ Vi (F) N Vi (F) # 0 o que contradiz a condigao de Milnor (a) generalizada
para F. Portanto, f; é carpeting function para Mpr. A mesma prova vale para Mg, e,
consequentemente, o Lema esta provado. O

Corolario 5.6 A fibra Mg (resp. Mg) é homotopicamente equivalente a {f; > 6, fo = -+ =
fr=00W (resp. {fi >0, fo=---=fo1=0}NW).

DEMONSTRACAO: Vamos considerar a fibra Mp. A prova para Mg é anédloga.

Como f; é uma carpeting function para Mg, segue do Lema 1.19 — pagina 13 que a fibra
Mp é difeomorfa a {f; > 9, fo = --- = f, = 0}NW. O resultado segue do fato bem conhecido
que toda variedade com bordo é homotopicamente equivalente a sua parte aberta.

S——
S

| |

0 5
0
Vamos denotar por M2 e MY as variedades com bordo {f; > 6, fo = --- = f, =0} N
We{fi > 0,fa = -+ = fpo1 = 0} N W, respectivamente. Desta forma, observe que

M) = M&N{f, =0}, em que f, denota a fungio ”pr”

No que segue vamos estudar os pontos criticos de fp‘ s usando as ferramentas da Teoria
G
de Morse para variedades com bordo.

Nestas condigoes, temos a seguinte:
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Observacao 5.7 A funcao fp‘WOV(fQ . ) N0 tem pontos criticos no aberto { f1(x) # 0}.

DEMONSTRACAO: De fato, suponhamos que x seja um ponto critico de fpwﬁwh B
conjunto aberto {fi(x) # 0}. Entao, pela observacao 4.4 — pagina 45, temos que

. afp*l) no

[ Vhl (1’) T

Vhn_p+1(x)
rank V fa(z) <N-n+1+p-1

pr;l(x)

L V(@)
Mas, em V(fa,- -+, fp_1), pelo Lema 4.5 — pagina 45, temos que V f;(r) = mei(x), pois
fi(z) =0, parai € {2,--- ,p—1}. Assim, podemos reescrever a matriz anterior, da seguinte
forma:
[ Vhi(z) ]
VhNinJrl(x)

rank V fa(x) <N-n+1+p—1.

Vﬁ_;l(x)
pr(x)

Como fi(z) # 0, pela observacao 4.4, temos que a desigualdade acima mostra que x

pertence a Z%V, o qual é vazio, pela condigao de Milnor (b) generalizada para F. Assim,

fpwvm/(f2 ., hdo tem pontos criticos em {fi(x) # 0}, como queriamos mostrar. 0

Nosso préximo passo € investigar os pontos criticos de f, restritos a

OMe = {fr=06,fr=-=f 1 =0}OW.

Lema 5.8 Para ¢ suficientemente pequeno, os pontos criticos de fpwzwg sao corretos e per-
tencem a { f, # 0}.

I_)EMONSTRAQAO: Denotemos por ¢ = (f2,---, fo—1) € observe que os pontos criticos de
fP\E)Mg sao corretos, pois fp|WmV(¢) nao tem pontos criticos em {f; # 0}. Além disso, como
f1 é uma carpeting function para Mg, temos que existe § suficientemente pequeno, tal que
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se x € Mp N (f1)71((0,40]), vale que,

C Vhi(z) T

Vhn_ni1(2)
rank V fi(x) =N-n+1+np.

V()
pr(x)

Em particular, em Mp N {f; = 0}, temos que a seguinte igualdade é satisfeita:
Vf,=56'Vf,

pois Vf, = mep em Mp N {fi = d}. Trocando Vf,(z) por Vf,() na matriz acima,

concluimos que os pontos criticos de fp‘ onrs. estao em {f, # 0}. 0
G

Lema 5.9 Se 0 € suficientemente pequeno, entdo os pontos criticos de fp\aMf‘ em {f, # 0}
G

apontam para o exterior (resp. apontam para o interior) de Mé, se e somente se, eles estao

em {f, > 0} (resp. {f, <0}).

DEMONSTRACAO: Vamos supor que o resultado é falso. Entao, para cada ¢ > 0 suficiente-
mente pequeno, podemos encontrar um ponto critico xs de fp‘ o, €m {fp, > 0} que aponta
G

para o interior. Portanto, temos que existe A\(xs) > 0 tal que

vfp|v(¢)mw($6) = A(xé)vfuv(lp)mw(%)' (5.3)
Pelo Lema de selecao da curva local, temos que existe uma curva analitica
70, v[= V()N W,

tal que f1(7(0)) =0, e para t €]0, v[:

e fp(n(®)) >0,
e i) >0,
o vfp|v(w)mw(7(t)) = /\(V(t))foV(w)OW(V(t)) com A(7(t)) > 0.

Portanto, temos que

(F,o)(t) = <vfpvw)mw<v<t>>,v'<t>>

= AOON VO 7))
= GO o),
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Secdo 5.1. RELACAO ENTRE AS FIBRAS Mr E Mg

Afirmamos que (f; o)’ > 0. Pois caso contrario, ou seja, se (f; o) < 0, terfamos que
fi1 oy seria nao crescente. Mas, como fi((¢)) tende a 0 quando ¢ tende a 0, isto implicaria
que fi(y(t)) <0, o que é impossivel.

Logo, (f,07) > 0 o que implica que f, oy é estritamente crescente.

Vamos avaliar f,(7(0)). Se f,(7(0)) =0, entdo v(0) € Viy(F). Além disso, sabemos que

1 9 B
= Wfl (YE)V (v () = fo(y () fr(v()) V fr (7 (1)),

isto implica que y(t) também pertence a ¥ \ Viy(F) para t > 0, desde que (¢) é um

ponto critico de fp ;) 50, em que d(t) = fi(y(t)). Portanto, v(0) pertence ao conjunto
_— G —

WA Viw (F) N Vi (F) o qual é vazio. Consequentemente, f,(7(0)) > 0 e f,(7(0)) = 1, pois
fi(v(0)) = ... = f,-1(7(0)) = 0.

Como fpo7(t) tende para 1 quando ¢ tende para 0, entao a monotonicidade de fp o7y nos
dé que f,(y(t)) > 1, o que contradiz o fato que |f,| < 1. O

V()

Com o exposto acima, temos todos os ingredientes para a prova do Teorema 5.3 — pagina
52.

DEMONSTRAGAO: (Teorema 5.3 — pagina 52). Pelo exposto acima, temos que 0 é um valor
regular da fungdo f, : Mg — R. Como M¢ é uma variedade com bordo, temos que Mg N
{f, = 0} (vesp. M2 N{f, < 0}) é uma variedade com corner, cujo corner é dado por
OMZ N {f, = 0} (conforme pdgina 15). Além disso, considerando a funcio f, : MS N {f, >
0} — R (resp. f,: M&N{f, <0} — R) podemos aplicar a Teoria de Morse para variedades
com bordo, visto que os pontos criticos de fp|Mgm{fp20} (resp. fp‘Mgm{fpgo}) nao sao pontos
de corner. Portanto, segue do Lema 1.21 — pagina 14 que MZ N {f, > 0} ~ M x [0,1] e
que Mg N{f, <0} ~ M x [-1,0]. Logo, M& ~ M2 x [—-1,1], pois ela é homeomorfa a
colagem de Mg N{f, >0} e M N {f, <0} ao longo de M& N {f, =0} = MZ. Usando o
Corolério 5.6 — pagina 53, finalizamos a prova do Teorema.

Vamos considerar o caso particular em que p = 2, isto é, F = (f1, fo) : RY — R?
uma aplicagao C? semi-algébrica satisfazendo as condigoes de Milnor (a) e (b) generalizadas.
Denote por M} ={z € W: fi >0} e por M;, = {z € W: fi <0}.
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CAPITULO 5. TOPOLOGIA DA FIBRA DE MILNOR NO INFINITO

Teorema 5.10 A fibra My é homotopicamente equivalente a M}t e M.

DEMONSTRAQAO: A prova é a mesma do Teorema 5.3. Precisamos checar que f; é uma
carpeting function para M}; e —f1 ¢ uma carpeting function para My . Mas fi : W — R
tem um nimero finito de valores criticos, assim existe um § > 0, tal que ]0, ] e [—4, 0], ndo
contém qualquer valor critico de fi)y. O

Seja F' = (fi,--+,f,) : RY — RP, 2 < p < n — 1, uma aplicacio C? semi-algébrica
satisfazendo as condigdes de Milnor (a) e (b) generalizadas. Vamos considerar [ € {1,--- ,p}
el = {iy, -+ ,4;} uma lista formada por [ inteiros distintos de {1,- - - , p} e seja f; a aplicacao
semi-algébrica (fi,, -, f;,) : RY — R

Sabemos que se [ > 2, entao a aplicagao f; satisfaz as condigoes de Milnor (a) e (b)
generalizadas. Vamos denotar também por My, a fibra de friuvy, (f,)-

Corolério 5.11 Sejam l € {2,--- ,p} e I = {i1,--- .4} como acima. Entdo, as fibras My,
e Mg sao homotopicamente equivalentes.

’

DEMONSTRAQAO: E suficiente aplicar o Teorema 5.3. 0

Vamos examinar o que acontece quando [ = 1. Pelo exposto anteriormente, temos o
seguinte.

Corolario 5.12 Para todo j € {1,---,p}, as fibras M;; e ME sao homotopicamente equi-
valentes a fibra Mp.

’

DEMONSTRAGQAO: E suficiente aplicar o Teorema 5.10. O

5.2 A caracteristica de Euler das fibras e dos links re-
lativos

Nesta secao, provaremos algumas férmulas relacionando a caracteristica de Euler dos
conjuntos Viy(fr), os quais chamaremos de links relativos (ou simplesmente, links) com a
caracteristica de Euler da fibra Mp. Como uma consequéncia obteremos uma obstrucao para
estes links sejam homotopicamente equivalentes apds as projecoes.

Vamos manter as notacoes e hipéteses para F' como na segao anterior.

Proposicao 5.13 Temos que x (Viv(G)) — x (Vv (F)) = (—=1)"P2x(MF).
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Segio 5.2. A CARACTERISTICA DE EULER DAS FIBRAS E DOS LINKS RELATIVOS

DEMONSTRAGAO: Vamos escrever

M}—,t:{fl:fgz"':fp_l:O,fp>0}ﬂW:VW(G)ﬂ{fp>0},

MI*::{fl:f2:"':fp—1:vap<0}mWZVW<G)ﬂ{fp<0}.

Observe que estes dois conjuntos sao difeomorfos a fibra Mp. Além disso, sabemos, pelo
Lema 5.5 — péagina 52, que f, é uma carpeting function para M; e —f, é uma carpeting
function para M. Portanto, pelo Coroldrio 5.6 — pagina 53, temos que existe 0 < § < 1
tal que:

(a) M} é homotopicamente equivalente a Vi (G) N {f, > 0};

(b) e My é homotopicamente equivalente a Viy (G) N {f, < —d}.

Por outro lado, pela propriedade aditiva da caracteristica de Euler, temos que:
X(Viw (@) = x(Viw (G) N {f, = 0}) + x(Viw (G) N {f, < =6})+
X(Vw(G) N {=0 < f, <0}) = x(Vw(G) N {fp = 6})—

X(Vw (G) 0 {fp = =0}).

Dos itens (a) e (b) acima, segue que os dois primeiros termos do lado direito desta
igualdade sao iguais a x(Mp). O terceiro termo é igual a x (Vi (F)), pois Durfee [Dur]
mostrou que Vi (F) é um retrato por deformacao de Viy(G) N {—6 < f, < 0} e os dois
tiltimos termos sao os bordos M¢ e de M;°. Como Viy(G)N{f, =6} e Vig(G)N{f, = =6}
sao os bordos das variedades MY e de M ;6, respectivamente. Temos que as duas ultimas
caracteristicas de Euler sao iguais a 0, se n — p é par e iguais a 2y(Mp), se n — p é impar.
O que completa a prova da Proposicao. O

Vamos escolher | € {2,---,p} e uma [-tupla I = {iy,---,4;} de pares de elementos
distintos de {1,---,p}. Seja J = {i1,--- ,4_1}. Se l = 1, entao, facamos J = e f; = 0.
Observe que neste caso Vi (f;) = W. Assim, temos o resultado mais geral como segue.

Proposigao 5.14 Temos x(Viv(f1)) — x(Viw (f1)) = (=1)"""2x(MF).

DEMONSTRAGAO: Mesma prova da Proposicao 5.13. 0
Em particular, obtemos os dois Corolarios a seguir.

Corolario 5.15 Seja j € {1,---,p}. Entao, x(Viw(f;)) = x(W) — (=1)""12x(MF).

DEMONSTRACAO: Basta aplicar a Proposicao 5.14 para o caso [ = 1. O

o8



CAPITULO 5. TOPOLOGIA DA FIBRA DE MILNOR NO INFINITO

Corolario 5.16 Sejam | € {3,---,p} e I = {iy,---,44} € {1,---,p}. Considere K C
I uma lista qualquer de (I — 2) inteiros distintos de I. Entao, temos que x(Viw(fk)) =

X(Vw (f1))-

DEMONSTRAGAO: Seja J uma lista com (I—1) elementos distintos obtida de K adicionando-
se um elemento de I\ K. Pela Proposigao 5.14, o Corolario segue da igualdade

xVw (f5) = x(Vw (f1)) = x(Viw (f)) — x(Viw (fK))-

a

Por fim, para expressarmos a caracteristica de Euler de todos os conjuntos Viy(fr) é
suficiente calcular a caracteristica de Euler de um conjunto Vi (fr) quando #I = 2. Mas,
para o conjunto I = {1,2}, segue da Proposigao 5.14, que

XV (f1)) = x(Viw (f1)) = (=1)"2x(Mp).
Portanto, podemos resumir todos estes resultados no seguinte Teorema.

Teorema 5.17 Sejam € {1,--- p} e I ={iy, - ,9} como acima.

2x(Mp), sel é impar

(a) Sen € par, entao x(Viv(f1)) = { 0. sel ¢ par

y . f x(W) =2x(Mp), sel é impar
(b) Se n € impar, entao x(Viy(fr)) = { YOV, sel é par
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