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apresentaram várias sugestões para melhorá-lo. Agradeço aos professores do Instituto de
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Resumo

Nos últimos anos, vários pesquisadores tais como: A. Bodin, A. Dimca, A. Durfee, A. Jac-
quemard, A. Menegon Neto, A. Némethi, A. Pichon, A. Verjovsky, A. Zaharia, D. Siersma,
H. A. Hamm, D. Massey, H. Aguilar-Cabrera, H. H. Vui, J. Cisneros, J. Seade, J. Snoussi,
L. D. Tráng, L. Păunescu, L. R. Dias, M. A. S. Ruas, M. Oka, M. Tibăr, N. Dutertre, R. N.
Araújo dos Santos, S. A. Broughton, T. Gaffney, Y. Chen, entre outros, têm apresentado ge-
neralizações dos Teoremas de fibrações de Milnor no ambiente real e complexo (e do Teorema
de Kurdyka-Orro-Simon, ver por exemplo [Di, KOS]), visando um melhor entendimento de
propriedades topológicas locais e globais das singularidades.

Nesta direção de pesquisa esses autores tem utilizado várias ferramentas e técnicas de
diversas áreas da matemática. O que mostra a riqueza e a complexidade destes estudos e
acrescenta, em nossa modesta opinião, um aspecto que é ao mesmo tempo interessante e
desafiador.

Neste trabalho, mostraremos como estender as fibrações de Milnor em esferas no caso
local e global, real e complexo, para uma aplicação C2-semi-algébrica F = (f1, . . . , fp) :
RN → Rp e uma variedade W ⊂ RN semi-algébrica com posśıvel singularidade. Com tal
objetivo, introduziremos as “condições de Milnor (a) e (b) generalizadas” e mostraremos como
adaptar a técnica da decomposição open book superior com binding singular, introduzida em
[AT, ACT1].

Nossos resultados sugerem que tal estrutura de fibração pode ser um caso particular de
algum Teorema estrutural mais geral.

Além do mais, considerando π : Rp → Rp−1 a projeção canônica na meta, mostrare-
mos que se F satisfaz tais condições, então G = π ◦ F : RN → Rp−1 também satisfaz e,
consequentemente, G também induz em W uma fibração suave localmente trivial.

Concluiremos mostrando que após as projeções as fibras destes fibrados são homoto-
picamente equivalentes e, em seguida, apresentando algumas fórmulas que relacionam a
caracteŕıstica de Euler do “link relativo” W ∩ F−1(0) com a caracteŕıstica de Euler das
fibras.

Palavras-chave: decomposição open book generalizada, estrutura de fibração em con-
juntos semi-algébricos, topologia da singularidade, fibração de Milnor real e complexa e
fibração local e global.
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Abstract

In the last years, several researchers such as: A. Bodin, A. Dimca, A. Durfee, A. Jac-
quemard, A. Menegon Neto, A. Némethi, A. Pichon, A. Verjovsky, A. Zaharia, D. Siersma,
H. A. Hamm, D. Massey, H. Aguilar-Cabrera, H. H. Vui, J. Cisneros, J. Seade, J. Snoussi,
L. D. Tráng, L. Păunescu, L. R. Dias, M. A. S. Ruas, M. Oka, M. Tibăr, N. Dutertre,
R. N. Araújo dos Santos, S. A. Broughton, T. Gaffney, Y. Chen, and others, have pro-
ven generalizations of Milnor fibrations’s Theorems in the real and complex settings (and
Kurdyka-Orro-Simon’s Theorem, see e.g. [Di, KOS]), aiming a better understanding of the
local and global topological properties of singularity.

In this research branch, these authors have used many different tools and techniques from
several areas of Mathematics. This shows the richness and complexities of these studies and
adds, in our modest opinion, an aspect that is simultaneously interesting and challenging.

In this work, we introduce the “generalized Milnor’s conditions (a) and (b)” to show
an extension of the Milnor fibration Theorems on spheres in the local and global cases,
in the real and complex setting. For this, we consider a C2-semi-algebraic mapping F =
(f1, . . . , fp) : RN → Rp, a possible singular semi-algebraic variety W ⊂ RN , and we show how
to adapt the technique of Higher open book decomposition with singular binding, introduced
by [AT, ACT1], to prove such extension.

Our results suggest that such fibration structure may be a particular case of a more
general fibration structure.

Furthermore, considering π : Rp → Rp−1 the canonical projection on the target space,
we show that if F satisfies the generalized Milnor’s conditions (a) and (b), then G = π ◦ F :
RN → Rp−1 also satisfies these conditions and, hence G also induces on W a smooth locally
trivial fibration.

Finally, we show that after the projections on the target space, the fibers of these fiber
bundles are homotopically equivalent. We conclude by proving some formulae connecting
the Euler characteristic of “relative link” W ∩ F−1(0) with the Euler characteristic of the
fibers.

Key words and phrases: generalized open book decomposition, fibration structure on
semi-algebraic sets, topology of singularity, real and complex Milnor’s fibrations and, local
and global fibration.
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4.3 Uma condição semi-algébrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

ix



5 Topologia da Fibra de Milnor no Infinito 51

5.1 Relação entre as fibras MF e MG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5.2 A caracteŕıstica de Euler das fibras e dos links relativos . . . . . . . . . . . . 57

Referências Bibliográficas 60
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Introdução

Dada f : (Cm+1, 0) → (C, 0) germe de função holomorfa, John Milnor, em 1968, no livro
Singular Points of Complex Hypersurfaces [Mil1], estudou a topologia da hipersuperf́ıcie
complexa V = f−1(0) := {z ∈ Cm+1 : f(z) = 0} na vizinhança da origem 0 ∈ Cm+1,
intersectando-a com uma pequena esfera, S2m+1

ǫ := {z ∈ Cm+1 : ‖z‖ = ǫ}. Milnor mostrou
que sendo f : U ⊂ Cm+1 → C um representante de um germe de uma função holomorfa,
existe um número real ǫ0 > 0 suficientemente pequeno, tal que para todo 0 < ǫ ≤ ǫ0, a
aplicação

φ :=
f

‖f‖ : S2m+1
ǫ \Kǫ → S1 (1)

é a projeção de um fibrado suave localmente trivial, em que Kǫ := V ∩ S2m+1
ǫ é chamado o

link da singularidade na origem.

Milnor usou ferramentas da Teoria de Morse e descreveu algumas propriedades da topo-
logia da fibra como segue:

(a) A fibra é paralelizável, ou seja, seu fibrado tangente é trivial.
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INTRODUÇÃO

(b) A fibra tem o mesmo tipo de homotopia de um CW -complexo finito de dimensão m;

(c) O link Kǫ é (m− 2)-conexo, isto é, πi(Kǫ) = 0, para todo 0 ≤ i ≤ m− 2. Assim, para
m = 2 o link é conexo e para m ≥ 3 o link é simplesmente conexo.

Ademais, sendo a origem um ponto singular isolado da f , Milnor refinou os resultados
da seguinte maneira:

(d) O link Kǫ é uma variedade suave (2m− 1)-dimensional mergulhada em S2m+1
ǫ ;

(e) O fecho topológico da fibra Fθ := φ−1(θ), Fθ, é uma variedade compacta com bordo
Kǫ e está mergulhada em S2m+1

ǫ de tal modo que tem o mesmo tipo de homotopia do
seu complementar S2m+1

ǫ \ Fθ;
(f) A fibra é (m − 1)-conexa e tem o tipo de homotopia de um bouquet de esferas m-

dimensionais Sm ∨ · · · ∨ Sm e o número de esferas neste bouquet é dado pelo grau
topológico da aplicação

ǫ
∇f

‖∇f‖ : S2m+1
ǫ → S2m+1

ǫ , (2)

denotado por µ := deg0(∇f).

Este número foi chamado posteriormente de número de Milnor. Dáı, podemos concluir
que a caracteŕıstica de Euler-Poincaré da fibra Fθ é

χ(Fθ) = 1 + (−1)mµ. (3)

Para o caso de germe de aplicações anaĺıticas reais F = (f1, · · · , fp) : (Rn, 0) → (Rp, 0)
com ponto cŕıtico isolado na origem, Milnor provou que a aplicação

F| : Bn
ǫ ∩ F−1(Sp−1

η ) → Sp−1
η , (4)

é uma fibração suave localmente trivial, em que Bn
ǫ é a bola fechada do Rn com centro na

origem e raio ǫ > 0. Tal fibração foi chamada posteriormente de fibração no tubo de Milnor.

2



INTRODUÇÃO

Em seguida, usando o fluxo de um campo de vetores conveniente, Milnor mostrou como
inflar o tubo Bn

ǫ ∩ F−1(Sp−1
η ) para a esfera Sn−1

ǫ , de modo a garantir que a aplicação

ϕ : Sn−1
ǫ \Kǫ → Sp−1

η (5)

fosse também uma fibração suave localmente trivial. No entanto, como foi observado em
[Mil1, caṕıtulo 11, pg. 99] a projeção deste último fibrado não é dada, em geral, pela
aplicação F

‖F‖ como acontece no caso de função holomorfa. Este problema foi abordado

posteriormente por vários matemáticos, por exemplo, em [Ar, Ja, RSV] e caracterizado
pelos autores em [AT, JJJ].

Milnor também mostrou que se o link for não vazio ele é uma variedade suave de dimensão
n − p − 1 mergulhada na esfera com fibrado normal trivial e que a fibra da fibração (5) é
pelo menos (p− 2) conexa.

Mais recentemente, no artigo Topology of real Milnor fiber for isolated singularities [ADD]
utilizando ferramentas da Teoria de Morse para variedades com bordo, R. Araújo dos Santos,
D. Dreibeibris e N. Dutertre demonstraram uma extensão da fórmula de Khinshiasvilli [Kh]
e da equação (3), como abaixo. Denotaremos a seguir por MF a fibra da fibração (4).

(a) Se n é par, então χ(MF ) = 1 − deg0∇f1. Além disso,

deg0∇f1 = deg0∇f2 = · · · = deg0∇fp.

(b) Se n é ı́mpar, então χ(MF ) = 1. Além disso, deg0∇fi = 0, i = 1, 2, . . . , p.

Nos últimos anos, esses resultados foram estendidos para singularidades reais não-isoladas.
Por exemplo, em [Ma2] David Massey considerou as chamadas condições de Milnor (a) e

3
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(b) e provou que tais condições são suficientes para garantir a existência da fibração no tubo
de Milnor (4). Em [AT, ACT] tais condições foram adaptadas pelos autores para mostrar a

existência da fibração (5) com projeção dada por
F

‖F‖ .

Observamos que no caso holomorfo as condições introduzidas por D. Massey em [Ma2]
são automaticamente satisfeitas: de fato, a condição (a) assegura que localmente o conjunto
singular está contido no conjunto dos zeros, o que é verdadeiro no caso holomorfo devido a
desigualdade de  Lojasiewicz. A condição (b) assegura que as fibras próximas do conjunto dos
zeros intersectam as pequenas esferas transversalmente, o que é verdadeiro no caso holomorfo
devido a condição aF de Thom.

No caso global, é conhecido que para funções polinomiais holomorfas f : Cn+1 → C existe
um conjunto finito de valores complexos chamado conjunto de bifurcação, denotado por Bf ,
tal que a aplicação restrição

f| : Cn+1 \ f−1(Bf) → C \Bf (6)

é uma fibração suave localmente trivial.1 Logo, considerando um disco fechado DR ⊂ C,
com R ≫ 1, isto é, R > 0 suficientemente grande, de tal forma que Bf está contido em seu
interior, temos que esta fibração induz a chamada monodromia global de f

f| : Cn+1 ∩ f−1(S1
R) → S1

R, (7)

a qual é também um fibração suave localmente trivial.

Em [NZ1] Némethi e Zaharia consideraram uma condição de regularidade chamada semi-
tame, que controla o comportamento assintótico das fibras no infinito. Seguindo o método de
Milnor para o caso local, eles provaram que para todo R ≫ 1, a projeção de Milnor canônica

f

‖f‖ : S2n+1
R \ {f = 0} → S1 (8)

é uma fibração suave localmente trivial. No entanto, o exemplo do Broughton f(x, y) =
x + x2y mostra que a fibra da projeção de Milnor (8) é uma 2-esfera menos três pontos,
enquanto que a fibra genérica (7) é uma 2-esfera menos dois pontos. Assim, de forma geral,
estas duas fibrações podem não ser fibra-equivalentes.

Denotando por ∇f(z) :=
(
∂f
∂z0

(z), · · · , ∂f
∂zn

(z)
)

o campo gradiente de uma função holo-

morfa f e por ∇f(z) seu conjugado complexo, em [NZ1] foi definido o conjunto de Milnor
de f dado por M(f) := {z ∈ Cn+1 : ∇f(z) = λz, para algum λ ∈ C} e foi considerado o
seguinte comportamento assintótico no infinito:

(∗) : para toda sequência {zk} ⊂M(f) tal que ‖zk‖ → +∞ e ∇f(zk) → 0.

Com isto, dada uma função polinomial holomorfa f satisfazendo (∗), foi definido que:

(a) f é M-tame, se |f(zk)| → +∞.

1 ver por exemplo [Br2, Proposição 1, pg. 168]
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(b) f é semitame, se f(zk) → c, para algum c ∈ C, então c = 0.

É claro que, se f é M-tame, então ela é semitame. Mas, a rećıproca não é verdade, em
geral, como pode ser visto em [NZ1, observação 7, pg. 330]. No entanto, sendo f M-tame
as seguintes afirmações são verdadeiras:

(c) O conjunto singular, Σf , é formado apenas de pontos isolados. Logo, existe R0 ≫ 1 tal

que ∀R ≥ R0, Σf ⊂ B̊R, em que B̊R denota o interior da bola fechada B2n+2
R . Portanto,

a aplicação

R
∇f

‖∇f‖ : S2n+1
R → S2n+1

R

está bem definida e denotaremos seu grau topológico por deg∞(∇f).

(d) O conjunto de bifurcação Bf é igual a f(Σf );

(e) Para cada valor regular w ∈ C\Bf , a fibra (t́ıpica) f−1(w) tem o tipo de homotopia de
um bouquet de esferas n-dimensionais. Neste caso, o número de esferas deste bouquet
é também denotado por µf , e pode ser provado que µf = deg∞(∇f);

(f) As fibrações (7) e (8) são fibra-equivalentes;

(g) KR é (n − 3)-conexo, em que KR := f−1(0) ∩ S2n+1
R é chamado o link no infinito de

f−1(0). 2

Segue do item (e) acima que na classe de funções polinomiais M-tame ainda é válida a
seguinte fórmula

χ(Fθ) = 1 + (−1)nµf .

No entanto, observamos que no caso semitame tal fórmula não faz sentido, visto que Σf ⊂
{f = 0} pode ser não isolado (ver exemplo 2.2 – página 21).

No caso global real, Kurdyka, Orro e Simon [KOS, Teorema 3.1, pg. 78] consideraram
aplicações reais F : Rn → Rp C2-semi-algébricas e mostraram que existe um subconjunto
semi-algébrico fechado BF com dimRBF ≤ p− 1 tal que

F| : Rn \ F−1(BF ) → Rp \BF

é uma fibração suave localmente trivial de classe C2 em cada componente conexa de Rp \BF .

O resultado anterior nos diz que o tipo topológico da fibra pode depender da componente
conexa de Rp \BF .

Um problema interessante nessa direção de pesquisa é encontrar ferramentas e técnicas
que possam descrever o comportamento topológico das fibras quando mudamos de compo-
nente conexa através do conjunto de bifurcação BF .

Este trabalho está organizado da seguinte forma.

2Devido a condição af de Thom no infinito é bem conhecido que o tipo topológico de KR não muda para
todo R ≫ 1.
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INTRODUÇÃO

No caṕıtulo 1 apresentaremos algumas definições e resultados básicos sobre os conjuntos
semi-algébricos, sobre variedades com bordo e Teoria de Morse para essas variedades. Tais
variedades aparecem naturalmente nos principais resultados obtidos na Tese. Finalizaremos
com a definição de fibração que utilizaremos ao longo do trabalho e com o Teorema de
fibração de Ehresmann para variedades com bordo.

No caṕıtulo 2 apresentaremos algumas classes especiais de polinômios complexos; a saber,
tame, quasitame, M-tame e semitame, que motivaram o desenvolvimento de várias condições
assintóticas, as quais permitem controlar o comportamento da fibra de uma função polinomial
no infinito.

No caṕıtulo 3 apresentaremos resultados que garantem a existência da fibração (8) em
grandes esferas para as classes de polinômios complexos apresentados no caṕıtulo 2. Além
disso, apresentaremos uma técnica chamada decomposição “open book no infinito” que ge-
neraliza a fibração (8) para aplicações polinomiais reais.

Nos caṕıtulos 4 e 5 apresentaremos as principais contribuições obtidas na Tese e seguire-
mos [DAYA].

No caṕıtulo 4 considerando W n ⊂ RN uma variedade suave compacta sem bordo semi-
algébrica de dimensão n, F = (f1, . . . , fp) : RN → Rp, 2 ≤ p ≤ n < N , uma aplicação
C2-semi-algébrica e F̄ := F

‖F‖ : RN \ V (F ) → Sp−1, em que V (F ) := F−1(0), provaremos

que sob as chamadas condições de Milnor (a) e (b) generalizadas a aplicação restrição F̄ :
W \ VW (F ) → Sp−1, em que VW (F ) := V (F ) ∩W , é uma fibração suave localmente trivial
(Teorema 4.1 – página 42). Mostraremos também que tais condições estendem a técnica
de decomposição open book apresentada no caṕıtulo anterior para o caso global complexo e
real. Além disso, mostraremos que nosso resultado também estende os Teoremas de fibração
de Milnor local no caso real e complexo. Em seguida, considerando a aplicação composição
G := π ◦ F : (f1, . . . , fp−1) : RN → Rp−1, p ≥ 3, em que π é a projeção canônica na
meta, mostraremos que G também satisfaz as condições de Milnor (a) e (b) generalizadas,
e consequentemente, Ḡ : W \ VW (G) → Sp−2 também define uma fibração suave localmente
trivial (Teorema 4.10 – página 47).

No caṕıtulo 5 consideraremos as fibrações F̄ : W \ VW (F ) → Sp−1 e Ḡ : W \ VW (G) →
Sp−2, p ≥ 3, e mostraremos que suas respectivas fibras MF e MG são homotopicamente
equivalentes (Teorema 5.3 – página 52). Portanto, o estudo da topologia das fibras destes
fibrados pode ser reduzido para o caso p = 2. Neste caso, mostraremos que o estudo da
topologia da fibra depende apenas do estudo da topologia do link das funções coordenadas
(Teorema 5.10 – página 57). Em seguida mostraremos como relacionar a caracteŕıstica de
Euler do “link relativo”, VW (F ), com a caracteŕıstica de Euler da fibra MF (Teorema 5.17 –
página 59).

Ressaltamos que, nesta direção de estudos, ainda se faz necessário um desenvolvimento
de técnicas e ferramentas que possibilitem obter informações mais precisas sobre a topologia
das fibras e dos links destas fibrações.
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Caṕıtulo 1

Preliminares
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1.3.2 Teorema de fibração para variedades com bordo . . . . . . . . . . . 17

Ao longo deste trabalho, usaremos as seguintes convenções: as palavras “suave” e “dife-
renciáveis” serão usadas indistintamente para significar diferenciável de classe C∞; Mm para
significar uma variedade suave m-dimensional, mergulhada em RN , para algum N (isto é
posśıvel devido ao Teorema do mergulho de Whitney). Quando não houver perigo de con-
fusão, simplesmente denotaremos por M uma tal variedade. O espaço tangente a variedade
suave M em um ponto x será denotado por TxM . Por fim, se F : M → N é uma aplicação
suave com F (x) = y, então a aplicação linear induzida entre os espaços tangentes de M e N ,
respectivamente, será denotada por DF (x) : TxM → TyN . Além disso, usaremos o śımbolo
∼ quando duas variedades M e N forem homeomorfas (respectivamente difeomorfas), e
denotaremos por X ≃ Y quando um espaço topológico X for homotópico a Y .

Neste caṕıtulo, iniciaremos com uma breve introdução sobre conjuntos algébricos e semi-
algébricos, variedades com bordo e Teoria de Morse sobre tais variedades. Em seguida,
enunciaremos o Teorema de fibração de Ehresmann para variedade com bordo.

Nossas principais referências são [Er, BCR, BR, HL, Mil2].

1.1 Conjuntos semi-algébricos

A seguir, vamos lembrar algumas definições e propriedades de aplicações e conjuntos
algébricos.
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Seção 1.1. CONJUNTOS SEMI-ALGÉBRICOS

Definição 1.1 Um subconjunto A ⊂ Rn é chamado um conjunto algébrico, se A é local-
mente o conjunto de zeros comuns de alguma coleção finita de funções polinomiais em Rn.

Proposição 1.1 (a) Sejam A e B conjuntos algébricos em Rn. Então, A∪B e A∩B são
conjuntos algébricos;

(b) Sejam C ⊂ Rp conjunto algébrico e F : Rn → Rp uma aplicação polinomial. Então
F−1(C) ⊂ Rn é um conjunto algébrico.

Os conjuntos algébricos gozam de “boas” propriedades, conforme mostra a Proposição
1.1 acima. No entanto, o próximo exemplo mostra que a imagem direta de um conjunto
algébrico por uma aplicação polinomial nem sempre é um conjunto algébrico.

Exemplo 1.2 Sejam π : R2 → R a projeção na primeira coordenada e S1 := {(x, y) ∈ R2 :
x2 + y2 = 1} a esfera unitária. Temos que S1 é um conjunto algébrico, mas π(S1) = [−1, 1]
não o é. De fato, para todo polinômio f : R→ R, temos duas possibilidades para f−1(0). Se
f não for identicamente nulo, temos que f−1(0) é um conjunto finito de ráızes do polinômio.
Caso contrário f−1(0) é toda a reta, logo não existe um polinômio tal que f−1(0) = [−1, 1].

Portanto, é natural considerar a menor famı́lia de subconjuntos de Rn que contém todos
os conjuntos algébricos e é fechada sobre projeções. Tal classe de conjuntos é chamada de
semi-algébricos, que definiremos a seguir.

Definição 1.2 Um subconjunto V ⊂ Rn é chamado semi-algébrico, se ele admite uma re-
presentação da forma:

V =

s⋃

i=1

rj⋂

j=1

{x ∈ Rn : Pij(x)σi,j0},

em que, σi,j ∈ {<,=, >} e Pij ∈ R[x1, · · · , xn] para cada i = 1, · · · , s e j = 1, · · · , rj.

Exemplo 1.3

(a) Os conjuntos algébricos, são claramente, conjuntos semi-algébricos;

(b) Reuniões finitas de pontos e intervalos abertos da reta R são conjuntos semi-algébricos.
De fato, estes são os únicos subconjuntos semi-algébricos não-vazios de R;

(c) As bolas abertas, fechadas, as esferas e os poliedros nos espaços euclidianos são con-
juntos semi-algébricos de Rn;

(d) Dados A ⊂ Rp um subconjunto semi-algébrico e F : Rn → Rp uma aplicação polino-
mial, temos que a pré-imagem F−1(A) ⊂ Rn é um conjunto semi-algébrico.

Os resultados a seguir fornecem informações básicas importantes sobre a estrutura to-
pológica dos conjuntos semi-algébricos.
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Proposição 1.4 Se A ⊂ Rn é um conjunto semi-algébrico, então o fecho de A é um conjunto
semi-algébrico.

Proposição 1.5 Se A ⊂ Rn é um conjunto semi-algébrico, então A tem um número finito
de componentes conexas e cada uma das componentes é ainda um conjunto semi-algébrico.

Definição 1.3 Sejam A ⊂ Rn e B ⊂ Rm conjuntos semi-algébricos. Uma aplicação F :
A→ B é chamada semi-algébrica, se seu gráfico é um conjunto semi-algébrico de Rn+m.

Corolário 1.6 Sejam A ⊂ Rn, B ⊂ Rm e C ⊂ Rp conjuntos semi-algébricos e uma
aplicação F = (f1, f2) : A → B × C. Então, F é semi-algébrica se, e somente se, f1 e f2
são aplicações semi-algébricas. Além disso, a soma, o produto e a composição de aplicações
semi-algébricas é semi-algébrica.

A seguir enunciamos o famoso Teorema de Tarski-Seidenberg, o qual estabelece que a
projeção de conjunto semi-algébrico é semi-algébrico.

Teorema 1.7 (Teorema de Tarski-Seidenberg) A imagem de um conjunto semi-algébrico
A ⊂ Rn por uma projeção π : Rn → Rn−1 é um conjunto semi-algébrico.

Proposição 1.8 Sejam A ⊂ Rn, B ⊂ Rm conjuntos semi-algébricos e F : A → B uma
aplicação semi-algébrica. Então, a imagem F (A) ⊂ B é um conjunto semi-algébrico.

Corolário 1.9 A imagem direta de um conjunto semi-algébrico por uma aplicação polino-
mial é um conjunto semi-algébrico.

Lema 1.10 (Lema de seleção da curva local) [BR, Proposição 2.6.19] Seja A ⊂ Rn um
conjunto semi-algébrico. Seja x ∈ A e x 6∈ A, em que A denota o fecho topológico de A.
Então, existe uma aplicação cont́ınua semi-algébrica γ : [0, 1] → Rn tal que

(a) γ(0) = x;

(b) γ : (0, 1] → Rn é anaĺıtica;

(c) γ((0, 1]) ⊆ A.

Na página 16 veremos uma aplicação interessante do Lema anterior.

Lema 1.11 (Lema de seleção da curva global) [NZ1, Lema 2, pg. 325] Sejam f1, · · · , fq,
g1, · · · , gs, h1, · · · , hr em R[x1, · · · , xn] funções polinomiais com coeficientes reais, e U =
{x ∈ Rn : fi(x) = 0, i = 1, · · · , q} e W = {x ∈ Rn : gi(x) > 0, i = 1, · · · , s}. Su-
ponha que existe uma sequência {xk} ⊆ U ∩ W tal que lim

k→∞
‖xk‖ = ∞ e para todo j ∈

{1, · · · , r}, lim
k→∞

hj(xk) = 0. Então existe uma curva anaĺıtica real p : (0, ǫ) → U ∩ W ,

p(t) = a0t
α + a1t

α+1 + · · · , α < 0 e a0 ∈ Rn \ {0}, tal que lim
t→0

‖p(t)‖ = ∞ e lim
t→0

hj(p(t)) = 0

para 1 ≤ j ≤ r.
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Seção 1.2. VARIEDADES COM BORDO

Aplicação 1.12 Sejam g : Rn → R ∈ C1 semi-algébrica, X = g−1(0) um conjunto ilimi-
tado, Σ(X) o conjunto singular de X e ρ : Rn → R, ρ(x) := ‖x‖2. Então, ρ| : X \Σ(X) → R
tem uma quantidade finita de valores cŕıticos.

Demonstração: De fato, suponha que exista uma sequência {yk} ⊂ R de valores cŕıticos
de ρ| com ‖yk‖ → ∞ quando k → ∞. Então, existe uma sequência {xk} ⊂ X \ Σ(X) com
‖xk‖ → ∞, tal que ρ(xk) = ‖xk‖2 = yk. Portanto, pelo Lema anterior existe uma curva
anaĺıtica ϕ(t) ⊂ X \ Σ(X) tal que ‖ϕ(t)‖ → ∞ quando t → 0, com ϕ(t) ⊂ Σρ| , em que Σρ|
denota o conjunto singular de ρ|. Logo, existe λ(t) 6= 0 tal que ∇g(t) = λ(t)∇ρ(t). Então,

0 =
d

dt
(g(ϕ(t))) = 〈∇g(t), ϕ′(t)〉 = 2λ(t)〈ϕ(t), ϕ′(t)〉

= λ(t)
d

dt
(‖ϕ(t)‖2)

Como λ(t) 6= 0 segue que ‖ϕ(t)‖2 = cte, o que é um absurdo.

1.2 Variedades com bordo

Consideremos o semi-espaço fechado do Rn, dado porHn := {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : xn >
0}. Denotamos por ∂Hn := {(x1, x2, . . . , 0) ∈ Rn}. Assim, Hn \ ∂Hn = {(x1, x2, . . . , xn) ∈
Rn : xn > 0}.

Definição 1.4 Considerando em Hn a topologia induzida do Rn, diremos que U ⊆ Hn é
aberto em Hn, se existir V ⊆ Rn aberto (no Rn) tal que U = V ∩Hn.

Definição 1.5 Dado U ⊆ Hn aberto de Hn, diremos que f : U → Rp é diferenciável, se
existir V ⊆ Rn aberto, com U ⊂ V e f̃ : V → Rp diferenciável, tal que f̃ |U ≡ f . Além disso,

dado x ∈ U , definimos a diferencial da aplicação f em x por Df(x) := Df̃(x).

Observação 1.13 Df(x) está bem definida e não depende da escolha de f̃ .

Definição 1.6 Uma variedade M de dimensão m com bordo é um espaço topológico Haus-
dorff, com base enumerável (segundo enumerável) junto com uma coleção de aplicações (cha-

madas de cartas) φα : Vα → Hm, com
⋃

α∈Λ
Vα = M tais que:

(a) ∀α ∈ Λ, φα : Vα → Rm é um homeomorfismo sobre o aberto (relativo) φα (Vα) ⊂ Hm;

(b) Se Vα∩Vβ 6= ∅, então a aplicação ( mudança de coordenadas) φβ ◦φ−1
α : φα (Vα ∩ Vβ) →

φβ (Vα ∩ Vβ) é C∞-difeomorfismo, para todo α e β em Λ.
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Definição 1.7 Dada uma variedade Mm com bordo, um ponto p ∈ Mm é chamado um
ponto do bordo, se existir uma carta (U , φ) de p em M , tal que φ(p) ∈ ∂Hm. O conjunto
de todos os pontos do bordo é chamado bordo de M e será denotado por ∂M . Além disso,
denotaremos o conjunto dos pontos interiores de M por M̊ := M \ ∂M .

Proposição 1.14 O conjunto ∂M está bem definido e é uma (m− 1)-variedade suave (sem
bordo). Além disso, a aplicação de inclusão i∂M : ∂M →M é suave.

Teorema 1.15 (Teorema de transversalidade para variedades com bordo) Sejam M e N
variedades de dimensão m e n, respectivamente, tais que ∂M 6= ∅ e ∂N = ∅, Z ⊂ N é uma
subvariedade sem bordo r-dimensional de N . Considere f : M → N ∈ C∞ com f ⋔ Z e
f |∂M ⋔ Z. Se f−1(Z) 6= ∅, então f−1(Z) é uma subvariedade de M de dimensão [m−(n−r)],
com bordo ∂ (f−1(Z)) = ∂M ∩ f−1(Z).

Sendo Mm uma variedade tal que ∂M = ∅ e f : M → R uma função suave em M ,
diremos que um ponto x0 ∈ M é um ponto cŕıtico de f , se Df(x0) ≡ 0. Um ponto cŕıtico

x0 é chamado não-degenerado se, e somente se, a matriz

(
∂2f

∂xi∂xj
(x0)

)
é não-singular, em

que (x1, · · · , xm) é um sistema de coordenadas locais em uma vizinhança U de x0. Podemos
checar diretamente que tal condição não depende da escolha do sistema de coordenadas.

1.3 Teoria de Morse para variedades com bordo

A seguir apresentaremos alguns resultados sobre a Teoria de Morse para variedades com
bordo conforme [ADD]. Em nossa exposição, objetivando uma apresentação mais clara
dos principais resultados obtidos na Tese (os quais serão tratados nos caṕıtulos 4 e 5),
consideraremos M uma variedade sem bordo, g : M → R uma função suave e 0 um valor
regular de g tal que M ∩ {g = 0} 6= ∅. Assim segue que M ∩ {g ≤ 0} (respectivamente,
M ∩ {g ≥ 0}) é uma variedade com bordo M ∩ {g = 0}.

Definição 1.8 Seja f : M → R uma função suave.

(a) Diremos que x0 é um ponto cŕıtico de f|M∩{g≤0}, se x0 é um ponto cŕıtico de f|M∩{g<0}
ou um ponto cŕıtico de f|M∩{g=0}.

(b) Diremos que x0 ∈ M ∩ {g = 0} é um ponto cŕıtico correto de f|M∩{g≤0}, se x0 é um
ponto cŕıtico de f|M∩{g=0} e x0 não é um ponto cŕıtico de f .

(c) Diremos que x0 ∈M ∩{g = 0} é um ponto cŕıtico correto não-degenerado de f|M∩{g≤0},
se x0 é um ponto cŕıtico correto de f|M∩{g≤0} e x0 é um ponto cŕıtico não-degenerado
de f|M∩{g=0}.

Segue do item (b) acima que, se x0 é um ponto cŕıtico correto de f|M∩{g≤0}, então
∇f(x0) 6= 0 e, além disso, existe τ(x0) 6= 0 tal que ∇f(x0) = τ(x0)∇g(x0).
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Para a definição abaixo identificaremos o vetor ∇f(x0) com a sua projeção ortogonal no
espaço Tx0 (M ∩ {g ≥ 0}) (resp. Tx0 (M ∩ {g ≤ 0})).

Definição 1.9 Seja x0 um ponto cŕıtico correto de f|M∩{g≥0} (resp. x0 um ponto cŕıtico
correto de f|M∩{g≤0}):

(a) Diremos que ∇f(x0) aponta para o interior de M ∩ {g ≥ 0}, se τ(x0) > 0 (respectiva-
mente, M ∩ {g ≤ 0}, se τ(x0) < 0);

(b) Diremos que ∇f(x0) aponta para o exterior de M ∩ {g ≥ 0}, se τ(x0) < 0 (respectiva-
mente, M ∩ {g ≤ 0}, se τ(x0) > 0).

Definição 1.9 item (a): ∇f(x0) aponta para o interior de M ∩ {g ≥ 0}

Definição 1.10 Seja f : M → R uma função suave.

(a) Diremos que f|M∩{g≤0} (respectivamente, f|M∩{g≥0}) é correta, se todos os pontos cŕıticos
de f|M∩g−1(0) são corretos.

(b) Diremos que f|M∩{g≥0} (respectivamente, f|M∩{g≤0}) é uma função Morse correta, se
f|M∩{g>0} (respectivamente, f|M∩{g<0}) admite somente pontos cŕıticos não-degenerados
e se f|M∩{g=0} admite somente pontos cŕıticos corretos não-degenerados.

Proposição 1.16 Sejam M uma variedade e g : M → R uma função suave tal que 0 é
valor regular de g. O conjunto de funções f : M → R suaves tais que f|M∩{g≤0} e f|M∩{g≥0}
é uma função Morse correta é denso em C∞(M,R).

Ainda considerando f : M → R uma função suave em M . Denotaremos por

M c := f−1(−∞, c] = {x ∈M : f(x) ≤ c}.
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Exemplo 1.17 A seguir M representa um disco fechado no plano xOy com dois discos
abertos removidos do seu interior, h(x, y) := y denota a “função altura no plano”.

Então,

(a) M c é vazio, se c < 0;

(b) M c é homeomorfo a um disco, se b1 < c < b2;

(c) M c é homeomorfo a um anel, se b3 < c < b4;

Os resultados a seguir são análogos aos apresentados em [Mil2] para o caso de variedades
sem bordo. No que segue consideraremos M uma variedade com bordo e f : M → R uma
função suave.

Lema 1.18 [HL, Lema 3.1.4, pg. 333] Seja a < b e suponha que o conjunto f−1([a, b]),
consistindo de todos os pontos x ∈ M com a ≤ f(x) ≤ b seja compacto, e não contenha
pontos cŕıticos de f . Então Ma é homeomorfa a M b. Além disso, Ma é um retrato por
deformação de M b. Assim, temos que a aplicação inclusão Ma ⊂M b é uma equivalência de
homotopia.

Lema 1.19 [HL, Lema 3.1.5, pg. 333] Seja a < b e suponha que f−1([a, b]) seja compacto e
que f−1([a, b[) não contenha qualquer ponto cŕıtico de f . Então, {x ∈ M : f(x) < a} é um
retrato por deformação de {x ∈M : f(x) < b}, e os dois espaços são difeomorfos.

Lema 1.20 [HL, Lema 3.1.6, pg. 333] Suponha que x0 seja um ponto cŕıtico não-degenerado
de f|M\∂M com ı́ndice λ. Considere f(x0) = c e suponha que para certo ǫ0 > 0 o conjunto
f−1([c − ǫ0, c + ǫ0]) seja compacto, e não contenha pontos cŕıticos de f distintos de x0.
Então, para todo ǫ suficientemente pequeno, temos que o conjunto M c+ǫ tem o mesmo tipo
de homotopia de M c−ǫ com uma λ-célula atachada.
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A seguir, apresentaremos um importante resultado sobre pontos cŕıticos de funções em
variedades com bordo. Este resultado foi provado em [AD].

Lema 1.21 [AD, Lema 6.1, pg. 9] Seja M uma variedade compacta e com bordo e f : M →
R uma função suave. Vamos supor que x0 ∈ ∂M é um ponto cŕıtico correto de f . Considere
f(x0) = c e suponha que exista ǫ > 0 tal que o conjunto f−1 ([c− ǫ, c+ ǫ]) não contenha
outros pontos cŕıticos de f distintos de x0. Se x0 é um ponto cŕıtico cujo gradiente de f em
x0 aponta para o exterior, então f−1(] −∞, c+ ǫ]) é homeomorfo a f−1(] −∞, c− ǫ]).

Com o objetivo de ilustrar os Lemas 1.20 e 1.21 consideraremos o exemplo 1.17 – página
13, em que ai, i = 1, · · · , 6 são os pontos cŕıticos de h(x, y) := y.

Se b3 < c < b4, temos que M b3 ≃ M c, mas M b3 6∼ M c (observe que, neste caso, ∇h(a3)
aponta para o interior de M).

Por outro lado, se b2 < c < b3, então, temos que M b2 ∼ M c (observe que, neste caso,
∇h(a2) aponta para o exterior de M).
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1.3.1 Variedades com corners

A seguir apresentaremos uma outra classe de variedades denominada de “variedades com
corners”. Tais variedades aparecerão naturalmente nos estudos desenvolvidos no Caṕıtulo
5.

Definição 1.11 [HL, definição 3.2.1, pg. 334] Sejam Ep = {(x1, · · · , xp−1, xp) ∈ Rp :
xp−1 ≥ 0, xp ≥ 0}, M um espaço topológico Hausdorff com base enumerável e (Uα, ϕα)α∈A
uma famı́lia de pares de abertos Uα de M e de homeomorfismos ϕα : Uα → Vα, Vα é um
aberto de Ep, tais que:

(a)
⋃

α∈A
Uα = M ;

(b) para todos (α, β) ∈ A2 tal que Uα ∩ Uβ 6= ∅ a aplicação ϕα,β : ϕα(Uα ∩ Uβ) → ϕβ(Uα ∩
Uβ), em que z ∈ ϕα(Uα∩Uβ) faz corresponder ϕβ(ϕ−1

α (z)), é diferenciável, isto é, existe
uma aplicação de uma vizinhança aberta de ϕα(Uα∩Uβ) de Rp numa vizinhança aberta
de ϕβ(Uα ∩ Uβ) de Rp que induz ϕα,β que é diferenciável;

(c) para todo aberto U de M e todo homeomorfismo ϕ : U → E, onde E é um subconjunto
de Rp, temos que, para todo par (Uα, ϕα) tal que U ∩ Uα 6= ∅ a aplicação

ϕ ◦ ϕ−1
α : ϕα(U ∩ Uα,β) → ϕ(U ∩ Uα,β)

é um difeomorfismo.

Uma tal famı́lia (Uα, ϕα) é chamada um atlas com corner de dimensão p de M e, neste caso,
diremos que M é uma variedade com corner de dimensão p. Além do mais, diremos que ϕα
é uma carta da variedade com corner e que ϕα,β é a aplicação de transição da carta ϕα para
a carta ϕβ.
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Análogo ao caso de variedades com bordo, podemos definir na classe de variedade com
corners a noção de subvariedade. Nesta classe um isomorfismo é chamado um difeomorfismo.

Os pontos x ∈ M em que existe uma vizinhança aberta U de M e um difeomorfismo ϕ
de U em B+ = {x ∈ Rp : ‖x‖ < ǫ e xp ≥ 0}, ϕ(x) = 0, são os pontos do bordo de M , que
também denotaremos por ∂M .

Os pontos x ∈ M em que existe uma vizinhança aberta U de M e um difeomorfismo ϕ
de U em D+ = {x ∈ Rp : ‖x‖ < ǫ, xp ≥ 0 e xp−1 ≥ 0}, ϕ(x) = 0, são os pontos de corner de
M . Denotaremos tal conjunto por ∂M .

Os pontos de M̊ = M \ (∂M ∪ ∂M) são chamados pontos interiores de M , ou seja, os
pontos x ∈ M tais que existe uma vizinhança aberta U de M e um difeomorfismo ϕ de U
em B = {x ∈ Rp : ‖x‖ < ǫ}, ϕ(x) = 0.

Exemplo 1.22 Qualquer cubo fechado em Rn é uma n-variedade com corner.

Veremos a seguir um exemplo interessante de variedade com corner como uma aplicação
do Lema de seleção da curva local.

Aplicação 1.23 Seja f : U → C uma função polinomial holomorfa, U uma vizinhança
aberta da origem 0 ∈ Cn, com f(0) = 0. Seja Bǫ ⊂ U uma bola fechada centrada na origem
de raio ǫ > 0 e denote por Sǫ = ∂Bǫ. Segue da desigualdade de  Lojasiewicz para funções
anaĺıticas reais que podemos escolher ǫ suficientemente pequeno tal que Σ|f |2 ⊂ V , em que
V = f−1(0)∩U . Sendo |f |2 uma função polinomial e Sǫ uma variedade semi-algébrica, segue
que a restrição de |f |2 a Sǫ tem eventualmente um valor cŕıtico em 0. Neste caso, podemos
provar que 0 ∈ R é um valor cŕıtico isolado de |f |2 : Sǫ → R.

Demonstração: De fato, seja {yk} ⊂ R uma sequência de valores cŕıticos yk 6= 0 tal que
yk → 0. Logo, existe uma sequência de pontos cŕıticos {xk} ⊂ Sǫ \Kǫ tal que |f |2(xk) = yk.
A menos de subsequência podemos assumir que xk → x ∈ Kǫ. Pelo Lema de seleção da
curva local existe δ > 0 e uma curva anaĺıtica ϕ : [0, δ) → Sǫ \ Kǫ tal que ϕ(0) = x e,
∀t ∈ (0, δ) temos que ϕ(t) ⊂ Sǫ \ Kǫ é ponto cŕıtico de |f |2. Logo, existe um λ(t) 6= 0 tal
que ∇|f |2(t) = λ(t)ϕ(t), t ∈ (0, δ). Assim,

d

dt
(|f |2ϕ(t)) = 〈∇|f |2(t), ϕ′(t)〉

= λ(t)〈ϕ(t), ϕ′(t)〉

=
λ(t)

2

d

dt
(‖ϕ(t)‖2)

=
λ(t)

2

d

dt
(ǫ2) = 0

Portanto, |f |2(ϕ(t)) = |f |2(x) = 0 o que é um absurdo pois ϕ(t) ⊂ Sǫ \Kǫ para t 6= 0.

Consequentemente, existe um 0 < δ1 ≪ ǫ (muito pequeno comparado com ǫ) tal que
|f |2 não possui valores cŕıticos em (0, δ1]. Logo, para todo δ2 ∈ (0, δ1] o conjunto T = {x ∈
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Bǫ : |f |2 = δ2} é uma variedade com bordo e o conjunto C = {x ∈ Bǫ : |f |2 ≥ δ2} é uma
variedade com corner. Seu bordo é constitúıdo pelos pontos ∂C = {x ∈ Sǫ : |f |2 > δ2}∪{x ∈
B̊ǫ : |f |2 = δ2}. Seus pontos de corner são os pontos ∂(C) = T ∩ Sǫ.

1.3.2 Teorema de fibração para variedades com bordo

Abaixo apresentaremos a definição de fibração suave localmente trivial, em seguida, um
teorema que utilizaremos com bastante frequência ao longo do texto e que fornece condições
suficientes para que se tenha uma fibração suave localmente trivial.

Definição 1.12 Uma C∞-fibração localmente trivial (ou fibração suave) é uma quadra
(M,N, F, φ), em que M,N, F são variedades, N conexa, tal que:

(a) φ : M → N é uma submersão, sobrejetora, suave e

(b) ∀b ∈ N , existe uma vizinhança Ub ⊆ N e um difeomorfismo hb : Ub × F → φ−1(Ub)
(esse difeomorfismo é chamado de trivialização local); tal que φ ◦ hb = π1, em que
π1 é a projeção na primeira coordenada. Ou seja, tal que o seguinte diagrama seja
comutativo

Observação 1.24
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(a) Como N é conexa, temos que π−1
1 (y) é uma cópia difeomorfa de F , para todo y ∈ N .

(b) Se Ub = N , diremos que o fibrado é trivial.

(c) A definição acima pode ser adaptada para o caso de variedades com bordo. Por exem-
plo, se ∂M 6= ∅, então trocamos o item (a) pela seguinte condição: φ|M̊ e φ|∂M são
submersões, sobrejetivas e suaves.

Definição 1.13 Sejam M,N,B variedades. Dizemos que duas fibrações suaves localmente
triviais F : M → B e G : N → B são Ck-equivalentes (ou Ck-isomorfas), k = 0, 1 · · · ,∞,
se existe um Ck-difeomorfismo h : M → N tal que o seguinte diagrama é comutativo:

Exemplo 1.25 A aplicação π : S2n+1 → CPn dada por π(x) := [x] é fibração suave local-
mente trivial com fibra S1. No caso n = 1, sabendo que CP1 é difeomorfo à esfera S2, temos
a bem conhecida fibração de Hopf.

Teorema 1.26 (Teorema de fibração de Ehresmann para variedade com bordo) Sejam M
uma variedade com bordo, N uma variedade conexa fechada e F : M → N sobrejetiva suave
e própria, tal que F|M̊ e F|∂M são submersões sobrejetivas. Então, F é uma fibração suave
localmente trivial.
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Caṕıtulo 2

Classes Especiais de Polinômios

Sumário
2.1 Polinômios Newton não-degenerados no infinito . . . . . . . . . 19

2.2 Polinômios Tame . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3 Polinômios Quasitame e M-Tame . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.4 Polinômios Semitame . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

Neste caṕıtulo apresentaremos algumas classes “especiais” de polinômios, que admitem
uma estrutura de fibração em esferas de raios suficientemente grandes (Teorema 3.1 – página
32) e que abriram caminho para um estudo do comportamento assintótico das fibras no
infinito, a partir de ferramentas e técnicas de diversas áreas da Matemática. Podemos citar,
por exemplo, a classe dos polinômios semitame (definição 2.10 – página 28) introduzidos por
András Némethi e Alexandru Zaharia [NZ1], a qual contém os polinômios tame (definição
2.3 – página 22), introduzidos por S. Broughton [Br2] e os polinômios quasitame (definição
2.5 – página 24) introduzidos por András Némethi [NZ1], dentre outras classes de polinômios
que serão apresentadas ao longo do texto.

Nossas principais referências são os artigos [Br1, Br2, NZ1, Pa].

2.1 Polinômios Newton não-degenerados no infinito

Nesta seção, definiremos os polinômios Newton não-degenerados no infinito com base no
artigo [NZ1].

Seja f =
∑

ν∈N∗

aνz
ν ∈ C[z1, · · · , zn] polinômio, em que ν := (ν1, · · · , νn) e zν := zν11 ·· · ··zνnn ,

como usualmente.

Definição 2.1 Assim definimos e denotamos por:

(a) supp(f) := {ν ∈ N∗ : aν 6= 0} ⊆ Rn, chamado de suporte de f ;
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Seção 2.1. POLINÔMIOS NEWTON NÃO-DEGENERADOS NO INFINITO

(b) supp(f) := fecho convexo de supp(f);

(c) Γ̃−(f) := fecho convexo de {0} ∪ supp(f);

(d) Γ̃(f) := a união das faces fechadas do poliedro Γ̃−(f) que não contém a origem é cha-
mado bordo de Newton no infinito do polinômio f .

Seja ∆ face fechada do poliedro Γ̃(f), denotamos por f∆ o polinômio
∑

m∈∆
amz

m.

(e) Diremos que f é não degenerado em ∆, se o sistema de equações

∂f∆
∂z1

= · · · =
∂f∆
∂zn

= 0

não tem solução em (C \ {0})n. Diremos que f é Newton não degenerado no infinito,

se f é não degenerado em todas as faces fechadas ∆ de Γ̃(f).

(f) Diremos que f é conveniente, se a interseção do supp(f) com cada eixo coordenado é
não vazia.

Definição 2.2 Dizemos que uma face fechada ∆ do supp(f) é ruim, se:

(a) a “menor” subvariedade afim que contém ∆ (menor no sentido da dimensão), passa
pela origem;

(b) existe um hiperplano H ⊆ Rn com equação a1x1 + · · · + anxn = 0, (em que x1, · · · , xn
são coordenadas em Rn) tal que

(i) existem i e j com ai < 0 e aj > 0;

(ii) H ∩ supp(f) = ∆.

Com essas notações e definições podemos introduzir as seguintes classes de polinômios.

(a) NN := {f é Newton não degenerado no infinito com f(0) = 0};

(b) NC := {f ∈ NN : f é conveniente};

(c)

NN 0 :=

{
f ∈ NN : f tem somente singularidades isoladas em Cn \ f−1(0)

e supp(f) não possui faces ruins

}
.

Exemplo 2.1 (Exemplo do Broughton) Seja f : C2 → C, definido por f = x + yx2.
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Vamos verificar a seguir algumas propriedades de f relativas ao poliedro de Newton no
infinito. Pelo diagrama acima, é suficiente considerar as seguintes faces ∆1 = (2, 1), ∆2 =
(1, 0) e ∆3=segmento de reta ligando os pontos (1, 0) e (2, 1).

Considerando f∆1 = yx2, temos que o sistema

∂f∆1

∂x
= 0

∂f∆1

∂y
= 0

admite a solução (0, y) 6⊂ (C \ {0})2, assim a face ∆1 é não degenerada.

Considerando f∆2 = x, claramente o sistema de equações

∂f∆2

∂x
= 0

∂f∆2

∂y
= 0

não possui solução.

Por fim, sendo f∆3 = x+ yx2, temos que o sistema

∂f∆3

∂x
= 0

∂f∆3

∂y
= 0

também não possui solução.

Portanto, f é Newton não degenerado no infinito e como f(0) = 0 temos que f ∈ NN .
Além disso, f ∈ NN 0, pois f não possui face ruim, e f 6∈ NC pois supp(f) ∩ Oy = ∅.

Exemplo 2.2 Seja f : C2 → C, f = xy2 + xy4. É fácil verificar que Σf = {(0, i), (0,−i)}∪
{(x, 0) : x ∈ C}, logo f tem somente singularidades isoladas em C2 \ f−1(0). O bordo de
Newton no infinito de f é dado por
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Considere as faces ∆1 = (1, 2), ∆2 = (1, 4) e ∆3=segmento de reta ligando os pontos
(1, 2) e (1, 4). Logo, f∆1 = xy2, f∆2 = xy4 e f∆3 = f e como supp(f) = ∆3 não está contido
em qualquer reta que passa pela origem, segue que f ∈ NN e f ∈ NN 0.

2.2 Polinômios Tame

A seguir relembraremos a definição e alguns resultados básicos obtidos por Broughton
em [Br1].

Sejam f : Cn → C uma função polinomial e {zk} ⊆ Cn uma sequência tal que:

lim
k→∞

‖zk‖ = +∞ e lim
k→∞

∇f(zk) = 0. (2.1)

Definição 2.3 Dada f como acima, diremos que f é tame, se não existe uma sequência
{zk} ⊆ Cn tal que a Condição 2.1 é satisfeita.

Denotaremos por T a classe de polinômios tame.

Observação 2.3 (a) Os polinômios tame foram introduzidos por Broughton [Br2] e o

termo tame é usado porque a curva integral do campo de vetores ξ(z) = ∇f(z)
‖∇f(z)‖2 tem

comportamento moderado.

(b) Decorre da definição que um polinômio tame tem um número finito de pontos cŕıticos.

Definição 2.4 Seja f : Cn → C uma função polinomial holomorfa tendo somente pontos
cŕıticos isolados e c ∈ C. Sejam P1, · · · , Pr os pontos cŕıticos de f em f−1(c) e µc(f) :=
r∑

i=1

µPi
(f), em que µPi

(f) é o o número de Milnor local de f . Definimos o o número total

de Milnor de f como sendo µ(f) :=
∑

c∈C
µc(f).

Observação 2.4 É posśıvel mostrar que, se f : Cn → C é uma função polinomial holomorfa
com somente singularidades isoladas, então

µ(f) = dimC
C[z1, · · · , zn](
∂f

∂z1
, · · · , ∂f

∂zn

) ,
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CAPÍTULO 2. CLASSES ESPECIAIS DE POLINÔMIOS

em que

(
∂f

∂z1
, · · · , ∂f

∂zn

)
denota o ideal gerado pelas derivadas parciais no anel de polinômios

C[z1, · · · , zn].

Sejam f : Cn → C uma função polinomial e Σf o conjunto de pontos cŕıticos de f . Sendo

f ∈ T , temos que Σf é finito. Com isto, existe R0 ≫ 1, tal que ∀R ≥ R0, Σf ⊂ B̊R, em que

B̊R denota a bola aberta de centro na origem e raio R. Portanto, a aplicação

R
∇f

‖∇f‖ : S2n−1
R → S2n−1

R

está bem definida e tem um grau topológico que denotaremos por deg∞(∇f).

Considerando f(Σf) = {c1, · · · , ck}, em [Br1, Proposição 2.1, pg. 220] foi provado

µ(f) :=

k∑

i=1

µci(f) = deg∞(∇f).

De forma geral, dados dois espaços topológicos X e Y , diremos que uma aplicação p :
X → Y é própria em y ∈ Y , se existir uma vizinhança U de y em Y , tal que p : p−1(U) → U
é própria. Logo f : Cn → C é tame se, e somente se, ∇f : Cn → Cn é própria na origem.

Com as definições e notações acima, foi provada uma caracterização dos polinômios tame
em termos do número de Milnor, como a seguir.

Proposição 2.5 [Br1, Proposição 3.1, pg. 225] Sejam f : Cn → C uma função polinomial e
fw(z) = f(z1, · · · , zn)−(w1z1+· · ·+wnzn), em que z = (z1, · · · , zn), w = (w1, · · · , wn) ∈ Cn.
Então, fT se, e somente se, µ(f) < ∞ e µ(fw) = µ(f) para todo w ∈ Cn suficientemente
pequeno.

Demonstração: Inicialmente vamos fazer a prova da volta.

((⇐)) Suponha que µ(fw) = µ(f) < ∞ para todo w suficientemente pequeno. Considere
os pontos de (∇f)−1(0) contidos em bolas fechadas disjuntas, e denote por B a união
destas bolas. Para w suficientemente pequeno, temos que ∇fw = ∇f − w, assim
‖∇fw(z) − ∇f(z)‖ = ‖w‖ < ‖∇f(z)‖, z ∈ ∂B. Portanto, os campos ∇fw e ∇f
são homotópicos e, por hipótese, deg∞(∇fw) = µ(fw) = µ(f) < ∞ para todo w
suficientemente pequeno. Logo, (∇f)−1 é própria na origem. Assim, temos que f é
tame.

((⇒)) Sendo f tame, segue que ∇f é própria na origem e temos que (∇f)−1(w) ⊆ B̊ para
todo w suficientemente pequeno, em que B̊ denota a bola aberta. Portanto, µ(fw) =
µ(f) <∞ pela [Br1, Proposição 2.1, item i, pg. 220].

Exemplo 2.6 Sendo f(x, y) = x2y + x e considerando w = (a, b), temos que µ(fw) = 0,
a 6= −1, b = 0 e µ(fw) = 2, b 6= 0 Assim, segue da Proposição anterior que f não é tame.
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2.3 Polinômios Quasitame e M-Tame

A seguir apresentaremos a classe de polinômios quasitame introduzida por András Némethi
em [NZ1].

Definição 2.5 Seja f : Cn → C uma função polinomial. Definimos os polinômios quasi-
tame como sendo:

QT :=

{
f ∈ C[z1, · · · , zn] : se {zk} ⊆ Cn é uma sequência satisfazendo a Condição 2.1,

então lim
k→∞

‖f(zk) − 〈zk,∇f(zk)〉‖ = ∞

}

Observação 2.7 Se f ∈ T , então f ∈ QT . De fato, observe que se f ∈ C[z1, · · · , zn] é
tame, o conjunto

X := {{zk} ⊆ Cn tal que a Condição 2.1 é satisfeita} é vazio.

Logo, f ∈ QT .

Definição 2.6 Seja f : Cn → C uma função polinomial. Definimos o conjunto de Milnor
de f por:

M(f) := {z = (z1, · · · , zn) ∈ Cn : ∇f(z) = λz;λ ∈ C}. (2.2)

Observação 2.8 Segue diretamente da definição, que Σf ⊂M(f).

Definição 2.7 Seja f : Cn → C uma função polinomial. Dizemos que f é M-tame, se para
toda sequência {zk} ⊂ M(f) tal que a Condição 2.1 é satisfeita, então lim

k→∞
|f(zk)| = ∞.

Denotaremos por MT a classe de polinômios M-tame.

Observação 2.9 Segue da observação 2.8 que, se f ∈ MT , então f tem somente singulari-
dades isoladas. De fato, se tivermos uma curva ϕ(t) ⊂ Σf tal que ‖ϕ(t)‖ → ∞, isto implica

que
d

dt
(f(ϕ(t))) = 〈 d

dt
(ϕ(t)),∇f(ϕ(t))〉 = 0, portanto, f(ϕ(t)) = c 6→ ∞.

No que segue introduziremos algumas definições e resultados preliminares com base em
[Pa], para mostrar que se f ∈ QT , então f ∈ MT .

Definição 2.8 Dada f : Cn → C uma função polinomial e os seguintes conjuntos:

K̃∞(f) := {z0 ∈ C : ∃{zk} ⊂ Cn, com ‖zk‖ → +∞ tal que f(zk) → z0 e ‖∇f(zk)‖ → 0}

e

K∞(f) := {z0 ∈ C : ∃{zk} ⊂ Cn, com ‖zk‖ → +∞ tal que f(zk) → z0 e ‖zk‖·‖∇f(zk)‖ → 0}.
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(a) Diremos que f satisfaz a condição de Fedoryuk em z0 ou que a fibra f−1(z0) satisfaz a

satisfaz a condição de Fedoryuk, se z0 6∈ K̃∞(f), ou seja, se existe δ > 0 tal que para
toda sequência ‖zk‖ → +∞, com f(zk) → z0 tivermos ‖∇f(zk)‖ ≥ δ.

(b) Diremos que f satisfaz a condição de Malgrange em z0 ou que a fibra f−1(z0) satisfaz
a condição de Malgrange, se z0 6∈ K∞(f), ou seja, se existir um δ > 0 tal que para
toda sequência {zk}, com ‖zk‖ → +∞ e f(zk) → z0, temos que

‖zk‖ · ‖∇f(zk)‖ ≥ δ. (2.3)

(c) Diremos que a fibra f−1(z0) satisfaz a condição de Malgrange fraca, se existirem N ≥ 1
natural e um δ > 0 tal que, para toda sequência {zk}, com ‖zk‖ → +∞ e f(zk) → z0,
temos que

‖zk‖(N−1)/N · ‖∇f(zk)‖ ≥ δ. (2.4)

Definição 2.9 Diremos que uma função polinomial f : Cn → C satisfaz a condição de
Fedoryuk (respectivamente, Malgrange fraca ou Malgrange), se f satisfizer a condição de
Fedoryuk (respectivamente, Malgrange fraca ou Malgrange) para todo z0 ∈ C.

Decorre da definição que K∞(f) ⊆ K̃∞(f). No entanto, o exemplo a seguir mostra que,
em geral, eles podem ser distintos.

Exemplo 2.10 Considere o polinômio homogêneo f(x, y, z) := x2y−xz2 ∈ C[x, y, z], c ∈ C∗

e a curva
ϕ : (0, 1) → C3, t 7→

(
t2,

c

2
t−4,

√
ct−1

)

Assim, temos que

lim
t→0

‖ϕ(t)‖ = ∞, lim
t→0

f(ϕ(t)) = − c
2

e lim
t→0

‖∇f(ϕ(t))‖ = 0.

Consequentemente, C∗ ⊂ K̃∞(f). Agora considerando a curva β(t) = (t4, t−1, 0), temos que

{0} ⊂ K̃∞(f) e, consequentemente C ⊂ K̃∞(f).

Por outro lado, tome z0 6∈ V e suponha que f(z0) ∈ K∞(f), ou seja, existe uma sequência
{zk} ⊂ Cn, ‖zk‖ → +∞, tal que f(zk) → f(z0). Assim,

0 ≤ |3 · f(zk)| = |〈zk,∇f(zk)〉| ≤ ‖zk‖ · ‖∇f(zk)‖ → 0.

O que é uma contradição. Logo, K∞(f)  K̃∞(f).

Exemplo 2.11 O polinômio f(x, y) = x − x2y ∈ C[x, y] não satisfaz a condição de Mal-
grange em 0 ∈ C. De fato, temos que

∇f(x, y) = (1 − 2xy,−x2)

e sendo α(t) = (t, 1
2t

), temos que

∇f(α(t)) = (0,−t2).
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Dáı, lim
t→0

‖α(t)‖ = ∞, f(α(t)) =
t

2
e lim
t→0

∇f(α(t)) = 0. Mas,

‖α(t)‖2 · ‖∇f(α(t))‖2 =

(
|t|2 +

1

4|t|2
)
· |t|4

=

(
2|t|4 + 1

4

)
· |t|2.

Assim,

lim
t→0

‖α(t)‖2 · ‖∇f(α(t))‖2 = lim
t→0

(
2|t|4 + 1

4

)
· |t|2 = 0.

E, portanto, f(x, y) = x− x2y não satisfaz a condição de Malgrange.

Proposição 2.12 Se f : Cn → C é uma função polinomial. Então, a condição de Fedoryuk
implica a condição de Malgrange fraca, que por sua vez implica a condição de Malgrange.

Demonstração: De fato, como N−1
N

= 1 − 1
N
< 1, para z tal que ‖z‖ ≫ 1, segue

que ‖z‖(N−1)/N ≥ 1. Assim, se existe δ > 0 tal que ‖∇f(z)‖ > δ, segue que ‖z‖(N−1)/N ·
‖∇f(z)‖ ≥ δ. Logo, segue a primeira implicação. Além disso, como ‖z‖ ≥ ‖z‖(N−1)/N , segue
que ‖z‖ · ‖∇f(z)‖ ≥ ‖z‖(N−1)/N · ‖∇f(z)‖ ≥ δ. Portanto, segue a segunda implicação.

Lema 2.13 Se f é quasitame, então f satisfaz a condição de Malgrange.

Demonstração: Com efeito, vamos provar usando a contra-positiva. Suponha que f não
satisfaz a condição de Malgrange em algum z0 ∈ C, isto é, existe uma sequência {zk} ⊆ Cn
tal que

lim
k→∞

‖zk‖ = ∞, lim
k→∞

f(zk) = z0 e lim
k→∞

‖zk‖ · ‖∇f(zk)‖ = 0.

Logo,

|f(zk) − 〈zk,∇f(zk)〉| ≤ |f(zk)| + |〈zk,∇f(zk)〉|
≤ |f(zk)| + ‖zk‖ · ‖∇f(zk)‖ → |z0| 6→ ∞.

Portanto, f não é quasitame.

Proposição 2.14 Para n ≥ 2, seja f : Cn → C uma função polinomial. Se f satisfaz as
condição de Malgrange, então f é M-tame.
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Demonstração: Vamos fazer a prova por redução ao absurdo. Assim, temos uma curva
p(t) ⊂ M(f) tal que ‖p(t)‖ → ∞ e |f(p(t))| → z0 para algum z0 ∈ C. Agora, consideremos
as seguintes expansões:

p(t) := a0t
α + a1t

α+1 + · · ·

em que cada ai ∈ Cn para cada i ≥ 0, a0 6= 0 e α < 0,

f(p(t)) := b0t
β + b1t

β+1 + · · · (2.5)

em que cada bj ∈ C para cada j ≥ 0, b0 6= 0, por (2.8) e (2.9) temos que f(p(t)) 6≡ 0 e β ≥ 0,
e

∇(f(p(t))) := c0t
γ + c1t

γ+1 + · · ·

em que cada cl ∈ Cn para cada l ≥ 0, c0 6= 0, pois ∇(f(p(t))) 6≡ 0 pela condição de
Malgrange. Além disso, podemos escrever:

λ(t) := λ0t
σ + λ1t

σ+1 + · · ·

em que cada λr ∈ C para cada r ≥ 0, λ0 6= 0.

Assim,

∇f(p(t)) = λ(t) · p(t)
c0t

γ + c1t
γ+1 + · · · =

(
λ0t

σ + λ1t
σ+1 + · · ·

)
·
(
a0t

α + a1t
α+1 + · · ·

)

c0t
γ + c1t

γ+1 + · · · = λ0 · a0tσ+α + · · ·

Desde que a0, c0, λ0 6= 0, temos que

γ = σ + α. (2.6)

Da identidade

d

dt
(f(p(t)) =

〈dp(t)
dt

,∇f(p(t))
〉

(2.7)

d

dt
(f(p(t)) =

〈dp(t)
dt

, λ(t)p(t)
〉

(2.8)

βb0t
β−1 + (β + 1)b1t

β + · · · =
〈
αa0t

α−1 + · · · , λ0a0tσ+α + · · ·
〉

βb0t
β−1 + (β + 1)b1t

β + · · · = αλ0‖a0‖2t2α−1+σ + · · · (2.9)

Como αλ0 · ‖a0‖2 6= 0, segue que

2α + σ ≥ β ≥ 0. (2.10)

Das Equações (2.6) e (2.10), temos que

α + γ ≥ β ≥ 0 (2.11)
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Por outro lado, como f satisfaz a condição de Malgrange, segue que

‖p(t)‖2 · ‖∇f(p(t))‖2 ≥ δ2

o que implica que

‖a0‖2 · ‖c0‖2t2(α+γ) + · · · ≥ δ2 > 0

Assim,

α + γ ≤ 0 (2.12)

Das Equações (2.11) e (2.12), temos que

α + γ = β = 0 (2.13)

Por (2.8) segue que f(p(t)) 6≡ b0. Podemos reescrever (2.5) da seguinte forma

f(p(t)) := b0 + b1t
β1 + · · ·

com b1 6= 0 e β1 > 0. Além disso, temos que

b1β1t
β1−1 + · · · = αλ0‖a0‖2t2α−1+σ + · · ·

Portanto, β1 = 2α + σ e por (2.7) segue que β1 = γ + α, o que é uma contradição por
(2.13).

2.4 Polinômios Semitame

A seguir definiremos os polinômios semitame introduzidos por Némethi e Zaharia [NZ1].
Para tanto, consideraremos uma função polinomial f : Cn → C e uma sequência {zk} ⊆
M(f) satisfazendo a Condição 2.1 – página 22.

Definição 2.10 Dada f como acima. Diremos que f é semitame, se

lim
k→∞

f(zk) for finito, então lim
k→∞

f(zk) = 0.

Denotaremos por ST o conjunto dos polinômios semitame.

Equivalentemente, diremos que f é semitame se dado

STf := {c ∈ C : {zk} ⊂ M(f), ‖zk‖ → +∞ e ∇f(zk) → 0; f(zk) → c}

tivermos que STf ⊆ {0}.
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Observação 2.15 Se f ∈ MT , então f ∈ ST . De fato, suponha que f 6∈ ST , por de-
finição, teŕıamos que existe uma sequência {zk} ⊆M(f) tal que

lim
k→∞

‖zk‖ = +∞ e lim
k→∞

∇f(zk) = 0

então, lim
k→∞

f(zk) = z0 6→ 0. Logo, f 6∈ MT .

A Proposição a seguir pode ser encontrada em [NZ1, pg. 329], a qual manteremos o
mesmo enunciado e prova.

Proposição 2.16 Se f ∈ NN 0, então f ∈ ST .

Demonstração: Seja f ∈ NN 0 e p(t) ∈M(f) uma curva anaĺıtica que satisfaz

lim
t→0

‖p(t)‖ = ∞, lim
t→0

∇f(p(t)) = 0.

Podemos supor que

p(t) = (z◦1t
a1 + z11t

a1+1 + · · · , z◦ktak + z1kt
ak+1 + · · · , 0, · · · , 0)

com z◦1 6= 0, · · · , z◦k 6= 0 e a1 < 0

Seja ̺(t) tal que ∇f(p(t)) = ̺(t) · p(t). Quando ̺(t) ≡ 0, obtemos de

df(p(t))

dt
= 〈dp(t)

dt
,∇f(p(t))〉

que f(p(t)) é uma constante, igual ao valor cŕıtico, que deve ser zero, desde que f ∈ NN 0. Se

̺(t) 6≡ 0, então ̺(t) := ̺0t
δ + ̺1t

δ+1 + · · · , com ̺0 6= 0, e
∂f

∂z1
(p(t)) 6≡ 0. Logo, identificando

Rk com {x ∈ Rn : xk+1 = · · · = xn = 0}, temos supp(f)∩Rk 6= ∅. Seja d o valor mı́nimo da

função la : supp(f) ∩ Rk → R, la(x) =
k∑

j=1

ajxj , e seja ∆ a única face de supp(f) ∩ Rk, em

que la toma este valor. Então

f(p(t)) = f∆(z◦)td + · · ·
e se d > 0 não existe nada a provar. Se d = 0 e aj ≤ 0 para cada j = 1, · · · , k, então

f(z1, · · · , zk, 0, · · · , 0) não depende de z1. Portanto,
∂f

∂z1
(p(t)) ≡ 0, uma contradição.

Se d = 0 e existe j ∈ {1, · · · , k} com aj > 0, as condições (a) e (b) da definição de face
ruim são satisfeitas, quando temos

H = {x ∈ Rn :
k∑

j=1

ajxj = 0}.

Como f ∈ NN 0, segue que (c) não é satisfeita. Portanto, ∆ é uma face de Γ̃(f). Pela
condição de não-degenericidade da face ∆, existe q ∈ {1, · · · , k} tal que

∂f∆
∂zq

(z◦) 6= 0.
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Além disso, como para todo j ∈ {1, · · · , k}, temos que
∂f

∂zj
(p(t)) =

∂f∆
∂zj

(p(t))td−aj + · · ·
tende a zero quando t→ 0, assim d− aq > 0, o que significa que aq < 0. Seja I = {i : ai =
aq}. A condição p(t) ∈M(f) implica que aq = min{a1, · · · , aq} e para j ∈ I, d−aj = δ+aj
e

̺0 · z◦j =
∂f∆
∂zj

(z◦) 6= 0.

Também, para j ∈ I temos d− aj < δ + aj, portanto

∂f∆
∂zj

(z◦) = 0.

Logo a relação de Euler torna-se para f∆:

∑

j∈I
ajz

◦
j

∂f∆
∂zj

(z◦) = d · f∆(z◦) (2.14)

e isto implica que ̺0 ·
∑

j∈I
|z◦j |2 = 0, o que é uma contradição.

Quando d < 0 e f∆(z◦) 6= 0 não existe nada a provar. Se d < 0 e f∆(z◦) = 0 obtemos

uma relação como (2.14) e ocorre novamente a igualdade absurda ̺0 ·
∑

j∈I
|z◦j |2 = 0.

Observação 2.17 (a) O exemplo 2.2 – página 21 mostra que a rećıproca da observação
2.15 não é verdadeira em geral. De fato, f ∈ NN 0 e portanto f ∈ ST . No entanto,
f 6∈ MT , pois a reta complexa {(x, 0) : x ∈ C} ⊂ Σf .

(b) Diante do exposto anteriormente temos o seguinte diagrama de inclusões:

Além disso, dada f : Cn → C como anteriormente, se n = 2 então segue de [Ti] que as
condições Quasitame, Malgrange e M-tame coincidem. E, se n ≥ 3, decorre de [NZ1,
pg. 330] e de [PZ, pg. 271] que todas as inclusões são estritas.
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Caṕıtulo 3

Fibrações em Esferas

Sumário
3.1 O Teorema de fibração para polinômios Semitame . . . . . . . 31

3.2 Decomposição open book . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

Em [BP1, BP2] A. Bodin e A. Pichon adaptaram o conceito de semitame para funções
meromorfas com o objetivo de estender a fibração de Milnor local para o ambiente global.
Com o mesmo objetivo e utilizando como ferramenta principal o poliedro de Newton no
infinito, M. Oka [Ok] apresentou um estudo dos polinômios mistos, que é uma classe especial
de polinômios que estão na fronteira entre as funções complexas holomorfas e as aplicações
anaĺıticas reais. Também em [A-C1, A-C2] A. Aguilar-Cabrera fez um estudo dos germes de
polinômios mistos do tipo fg + zn : (C3, 0) → (C, 0), em que f, g são funções holomorfas,
apresentando uma famı́lia de aplicações anaĺıticas reais cuja fibração de Milnor associada
não é proveniente de uma função holomorfa.

Na próxima seção veremos que a classe de polinômios semitame apresentada no caṕıtulo
anterior satisfaz um teorema de fibração em grandes esferas.

3.1 O Teorema de fibração para polinômios Semitame

No caso complexo global, dada uma função polinomial não constante f : Cn → C é um
problema interessante decidir quando a projeção

φ :=
f

‖f‖ : S2n−1
R \KR → S1, (3.1)

é uma fibração suave para todo R ≫ 1, em que KR := V ∩ S2n−1
R é o link da singularidade

no infinito, em que V := f−1(0).

Definição 3.1 Diremos que uma função polinomial não constante f : Cn → C admite uma
fibração de Milnor no infinito, se existir a fibração (3.1) para todo R ≫ 1. Neste caso,
diremos que as fibras Fθ := φ−1(eiθ) são as fibras de Milnor no infinito.
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Diferentemente do que ocorre no caso holomorfo local, em geral, nem sempre a fibração
de Milnor no infinito existe. O principal objetivo desta seção é apresentar o Teorema de
fibração para polinômios semitame (Teorema 3.1 – página 32), conforme [NZ1], como segue.

Teorema 3.1 Se f ∈ ST , então para R0 ≫ 1 a aplicação (3.1) é uma fibração suave
localmente trivial.

Na prova serão necessários alguns lemas, os quais seguiremos enunciado e a ideia da prova
conforme [Mil1, NZ1]. O primeiro deles é o seguinte:

Lema 3.2 Sejam f ∈ ST , p : (0, ǫ) → Cn uma curva anaĺıtica tal que lim
t→0

‖p(t)‖ = ∞, o

número f(p(t)) é diferente de zero e o vetor ∇log f(p(t)) é um múltiplo complexo de λ(t)·p(t).
Então o argumento do número complexo λ(t) tende a zero ou π quando t→ 0.

Demonstração: Considere as seguintes expansões:

p(t) := a0t
α + a1t

α+1 + · · ·
em que cada ai ∈ Cn para cada i ≥ 0, a0 6= 0 e α < 0,

f(p(t)) := b0t
β + b1t

β+1 + · · ·
em que cada bj ∈ C para cada j ≥ 0, b0 6= 0 e

∇f(p(t)) := c0t
γ + c1t

γ+1 + · · ·
em que cada cl ∈ Cn para cada l ≥ 0.

Se ∇f(p(t)) ≡ 0, segue da identidade

d

dt
(f(p(t))) =

〈dp(t)
dt

,∇f(p(t))
〉
, (3.2)

que f(p(t)) é constante não nulo, e isto contradiz a hipótese que f ∈ ST .

Por outro lado, como ∇log f(p(t)) é um múltiplo complexo de λ(t) · p(t), segue que

∇f(p(t)) = λ(t) · p(t) · f(p(t)) (3.3)

com isto temos que p(t) ∈M(f), c0 6= 0 e

c0t
γ + c1t

γ+1 + · · · = λ(t) · [(a0b0)t
α+β + · · · ].

Desta forma, decorre que

λ(t) = λ0t
γ−α−β + λ1t

γ−α−β+1 + λ2t
γ−α−β+2 + · · ·

com λ0 6= 0 e c0 = λ0a0b0. Além disso, das identidades (3.2) e (3.3), temos que

βb0t
β−1 + (β + 1)b1t

β + · · · = α‖a0‖2λ0b0tα−1+γ + · · ·

Se β = 0, então α+γ ≥ 1, portanto γ > 0 e f(p(t)) → b0 ∈ C∗, o qual é uma contradição
com o fato que f ∈ ST . Logo, β 6= 0 e, consequentemente, β = α‖a0‖2λ0 e λ0 é um número
real. Portanto,

lim
t→0

λ(t)

‖λ(t)‖
=

λ0

‖λ0‖
= ±1, isto é, lim

t→0
arg(λ(t)) = 0.
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Lema 3.3 Seja f ∈ ST . Se existe um número real R0 ≫ 1 tal que para todo z ∈ Cn \ V ,
‖z‖ ≥ R0 com ∇log f(z) = λz, λ 6= 0, então |Imλ| < |Reλ|.

Demonstração: Seja p : (0, ǫ) → Cn uma curva anaĺıtica tal que p(t) ∈ Cn \ V , assim o
número f(p(t)) é diferente de zero. Como ∇log f(p(t)) = λ(t) · p(t), segue que p(t) ∈M(f).
Portanto, pelo Lema anterior, temos que

lim
t→0

arg(λ(t)) = 0 e |Imλ(t)| < |Reλ(t)|.

No que segue, mostraremos que estudar os pontos cŕıticos de φ(z) é equivalente a estudar
os pontos cŕıticos de θ(z), em que θ(z) é o argumento do número complexo λ(t).

Lema 3.4 Seja f : Cn → C uma função polinomial. Então, z ∈ SR \KR é um ponto cŕıtico

de φ se, e somente se, existe um λ ∈ R tal que i∇logf(z) = i
∇f(z)

f(z)
= λ · z.

Demonstração: Inicialmente, observe que para z ∈ SR \KR, isto é, f(z) 6= 0, podemos
escrever

φ(z) :=
f(z)

|f(z)| = ei θ(z).

Como, localmente o logaritmo complexo está bem definido, temos que:

log(ei θ(z)) = log

(
f(z)

|f(z)|

)

i θ(z) = logf(z) − log|f(z)|
θ(z) = i log|f(z)| − i logf(z)
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Como θ(z) é real e i log|f(z)| é imaginário puro, temos que θ(z) = Re(−i logf(z)) e, portanto,

∇θ(z) = ∇(Re(−i logf(z))). (3.4)

Agora, considere z0 ∈ SR \ KR um ponto cŕıtico de φ e uma curva diferenciável α :
(−ǫ, ǫ) → SR \KR com α(0) = z0 e α′(0) = v 6= 0. Assim, temos que

0 =
dφ

dv
(z0) = 〈v,∇φ(z0)〉 (3.5)

Por outro lado, φ(z) =
f(z)

‖f(z)‖ = eiθ(z) ⇒ ∇φ(z) = −i · eiθ(z) · ∇θ(z). Por (3.4), segue que

∇φ(z) = −i · eiθ(z) · ∇(Re(−i logf(z))).

Dáı, substituindo ∇φ(z) em (3.5), temos:

0 =
dφ

dv
(z0) = 〈v,−ieiθ(z0)∇(Re(−i logf(z0)))〉.

Donde segue que Re(〈v, i∇(logf(z0)))〉 = 0. E, portanto, i∇(logf(z0)) = λz0.

Observação 3.5 Decorre do Lema anterior e da observação 2.8 – página 24 que se f :
Cn → C é uma função polinomial com singularidade não isolada em Cn \ V , então φ não é
submersão. O que não pode ocorrer se f ∈ ST .

Corolário 3.6 Seja f ∈ ST . Então, para todo R≫ 1 a aplicação

φ :=
f

‖f‖ : S2n−1
R \KR → S1,

é uma submersão suave.

Demonstração: Decorre do Lema 3.3 – página 33, que ∇log f(z) e z são C-linearmente
independentes ou, se ∇log f(z) = λz, então |Imλ| < |Reλ|. No entanto, esta desigualdade
não permite que λ seja imaginário puro. Pelo Lema anterior segue o resultado.
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Lema 3.7 Seja f ∈ ST e R0 ≫ 1 como no Lema 3.3. Então para cada R ≥ R0 existe um
campo suave de vetores tangente v(z) sobre SR \KR tal que para cada z ∈ SR \KR o produto
interno complexo 〈v(z), i∇log f(z)〉 é diferente de zero e tem argumento menor que π/4 em
valor absoluto.

Demonstração: A prova é similar a prova do [Mil1, Lema 4.6, pg. 40].

Lema 3.8 Dado qualquer z ∈ SR \KR, existe um único caminho suave α : R→ SR \KR tal

que
dα(t)

dt
= w(α(t)) com condição inicial α(0) = z, em que w(z) =

v(z)

Re〈v(z), i∇log f(z)〉 .

Demonstração: Pelo Teorema de existência e unicidade de solução de equação diferen-
cial, tal solução z = α(t) existe localmente e esta solução pode ser estendida a um intervalo
aberto maximal da reta.

Como SR \ KR não é compacto, é suficiente mostrar que não existe t0 ∈ R tal que
α(t) 6→ KR quando t → t0. Ou seja, que f(α(t)) 6→ 0, quando t → t0, ou equivalentemente
que, Re(log f(α(t))) 6→ ∞ quando t → t0. Para mostramos que isso não ocorre, vamos
mostrar que a derivada de log f(α(t)) é limitada. Com efeito,

∣∣∣∣
d

dt
[Re log f(α(t))]

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣Re
〈
w(α(t)),∇log(f(α(t)))

〉∣∣∣∣ < 1

Observe que

dθ(α(t))

dt
= Re

〈dα(t)

dt
, i∇ log(f(α(t)))

〉

= Re
〈
w(α(t)), i∇log(f(α(t)))

〉

= Re
〈 v(α(t))

Re
〈
v(α(t)), i∇ log(f(α(t)))

〉, i∇log(f(α(t)))
〉

=
1

Re
〈
v(α(t)), i∇log(f(α(t)))

〉 ·Re
〈
v(α(t)), i∇log(f(α(t)))

〉

= 1

Segue que θ(α(t)) = t+ θ0, em que θ0 é uma constante.

Assim,

φ(α(t)) :=
f(α(t))

|f(α(t))| = ei θ(α(t)) = ei (t+θ0) = ei tei θ0 , ∀t ∈ R

Portanto, φ é submersão sobrejetora suave. Para completar a prova do Teorema 3.1, resta
mostrar a trivialidade local. Para isso considere ht : SR \ KR → SR \ KR o difeomorfismo
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definido por (z, t) 7→ αz(t), em que αz : R→ SR \KR é a única curva integral com αz(0) = z
para cada t ∈ R. Consequentemente, se z ∈ Fθ,

φ(ht(z)) = φ(αz(t)) = ei θ(αz(t)) = ei(t+θ(αz(0))) = ei(t+θ(z)) = ei(t+θ).

Portanto, para cada t ∈ R o difeomorfismo ht leva a fibra Fθ := φ−1(ei θ) sobre a fibra
Fθ+t. Para mais detalhes dos argumentos básicos o leitor interessado pode consultar, por
exemplo, [CS, pg. 30]. 2

Com base no que foi discutido neste caṕıtulo e no caṕıtulo anterior, temos o seguinte
diagrama de inclusões.

Uma pergunta natural é: a existência da fibração de Milnor no infinito para f , implica
f ∈ ST ?

Nesta direção, Arnaud Bodin [Bo] provou a seguinte caracterização:

Teorema 3.9 Dada f : C2 → C uma função polinomial. Então, f ∈ ST , se e somente se,
f admite fibração de Milnor no infinito.

Considerando f : Cn → C polinomial holomorfa, decorre das discussões anteriores que se
f admite fibração de Milnor no infinito, então φ é uma submersão para todo R ≫ 1. Além

disso, o conjunto singular, Σf/‖f‖, da projeção
f

‖f‖ : Cn \ V → S1 é um conjunto finito de

pontos. Pelo Lema 3.4 – página 33, temos que Σf \ V ⊂ Σf/‖f‖ e portanto f admite um
número finito de pontos cŕıticos em Cn \V . Com isto, temos o seguinte diagrama mais geral.
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CAPÍTULO 3. FIBRAÇÕES EM ESFERAS

Para o caso n > 2 a rećıproca do Teorema 3.1 é ainda um problema em aberto. No
entanto, uma rećıproca parcial sob a condição Newton não-degenerada no infinito pode ser
encontrada em [Ch, Teorema 4.1.3, pg. 32].

3.2 Decomposição open book

O conceito clássico de estrutura open book foi denominado por Winkelnkemper [Wi]. Este
conceito aparece na literatura com vários outros nomes: fibered links, Neuwrith-stallings pairs
etc (para mais detalhes, veja por exemplo [Lo]).

Uma classe importante de exemplos de estrutura estrutura open book pode ser encon-
trado em [Mil1] ao considerarmos um germe de função holomorfa f : (Cn, 0) → (C, 0) com
singularidade isolada.

Nesta seção, nossas principais referências são os artigos [ACT, ACT1], no qual os autores
utilizam uma generalização do conceito de decomposição open book para obter fibrações
suaves localmente triviais sobre esferas de raios suficientemente grandes (Teorema 3.12 –
página 39).

A seguir apresentaremos algumas notações e definições mais gerais.

Sejam F = (f1, · · · , fp) : Rn → Rp, n > p ≥ 2 uma aplicação polinomial, V := F−1(0),
F/‖F‖ : Rn \V → Sp−1 e ρ : Rn → R, ρ(x) := ‖x‖2. Considere os conjuntos M(F ) := Σ(F,ρ)

e M(F/‖F‖) := Σ(F/‖F‖,ρ), conjuntos de Milnor de F e da projeção F/‖F‖, respectivamente.

Observação 3.10 (a) Segue das definições acima, que M(F ) é um conjunto algébrico
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fechado e que M (F/‖F‖) é um conjunto semi-algébrico relativamente fechado.

(b) Decorre também das definições acima que M (F/‖F‖) ⊂ M(F ) \ V , pois, se x 6∈ V é
tal que ρ ⋔x F , então ρ ⋔x F/‖F‖.

(c) Além disso, analisando o diagrama abaixo:

Rn \ V Rp \ {0}

Sp−1
1

F

F/‖F‖
π(y) =

y

‖y‖

temos o seguinte diagrama de inclusões:

Definição 3.2 Seja X ⊂ Rn um conjunto semi-algébrico ilimitado. Diremos que X tem
dimensão r no infinito, se existir um raio R ≫ 1 e Bn

R(0) tal que cada componente irredut́ıvel
de X em X\(Σ(X) ∪Bn

R(0)) tem dimensão r. Neste caso, também diremos que a codimensão
de X no infinito é n− r e denotaremos por codim∞(X) = n− r.

Definição 3.3 Diremos que o par (K, θ) é uma estrutura open book superior com binding
singular em uma variedade anaĺıtica M de dimensão m − 1 ≥ p ≥ 2, se K ⊂ M é uma
subvariedade real singular de codimensão p e θ : M \ K → Sp−1

1 é uma fibração suave
localmente trivial, tal que, K admite uma vizinhança N para a qual θ|N\K é a composição

N \K Bp \ {0} Sp−1
1

h π̃

θ|N\K :N\K→Sp−1
1

em que h é uma fibração suave localmente trivial e π̃ é a projeção radial. Diremos que a
subvariedade singular K é o binding e que o (fecho das) fibras de θ são as páginas do open
book.

Com as notações e definições acima em [ACT] os autores provaram o seguinte resultado.

Teorema 3.11 [ACT, Teorema 1.3, pg. 819] Seja F : (Rn, 0) → (Rp, 0) um germe de
aplicação anaĺıtica, n > p ≥ 2, tal que codim(V ) = p, em que V = F−1(0). Suponha
que M(F ) \ V ∩ V ⊆ {0}. Se M(F/‖F‖) = ∅, então (Kǫ, F/‖F‖) é uma decomposição
open book de Sn−1

R com binding singular, independente (a menos de isotopia) do raio ǫ > 0
suficientemente pequeno.
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Em [ACT1] os autores provaram uma contraparte deste resultado no aspecto global, como
segue.

Teorema 3.12 [ACT1, Teorema 3.2, pg. 4] Seja F : Rn → Rp uma aplicação polinomial
real tal que codim∞(V ) = p. Além disso, assuma que M(F ) \ V ∩ V é limitado. Então são
equivalentes:

(a) (KR, F/‖F‖) é uma decomposição open book de Sn−1
R com binding singular, indepen-

dente do raio R ≫ 1, a menos de C∞ de isotopia.

(b) M(F/‖F‖) é limitado.

Omitiremos a prova do Teorema acima, pois provaremos um resultado mais geral (Teo-
rema 4.1 – página 42).

Observação 3.13 As hipóteses do Teorema 3.12 não excluem a possibilidade de ramos ili-
mitados no conjunto ΣF ∩ V .

Lema 3.14 Se ΣF ∩ V é limitado, então M(F ) \ V ∩ V é limitado.

Demonstração: Basta considerar ρ : V → R e usar a aplicação 1.12 – página 10.

Corolário 3.15 Seja F : Rn → Rp uma aplicação polinomial real tal que codim∞(V ) > 0
e seja ΣF ∩ V limitado. Então (KR, F/‖F‖) é uma decomposição open book de Sn−1

R ,
independente do R ≫ 1, a menos de isotopia, se, e somente se, M(F/‖F‖) é limitado.

Observação 3.16 A hipótese que o conjunto ΣF ∩V é limitado é a mais geral sobre a qual
(KR, F/‖F‖) pode dar origem a uma estrutura open book sobre Sn−1

R com link não-singular.

Como vimos, no caso global de uma aplicação polinomial complexa f : Cn → C, usando o
método de Milnor para grandes esferas, em [NZ1] Némethi e Zaharia mostraram a existência
da fibração de Milnor no infinito para f ∈ ST . O Corolário a seguir nos mostra como obter
este resultado usando a técnica da decomposição open book no infinito.

Corolário 3.17 [ACT1, Teorema 3.6, pg. 5] Seja f : Cn → C, n ≥ 2, um polinômio
complexo não-constante. Se f ∈ ST , então, (KR, f/‖f‖) é uma decomposição open book
de S2n−1

R com link singular, independente do raio R ≫ 1, a menos de C∞ isotopia.

Demonstração: De fato, claramente codim∞(V ) = 2. A condição M(f) \ V ∩ V ser
limitada segue do fato bem conhecido que qualquer função polinomial complexa satisfaz a
condição af de Thom no infinito ao longo de uma estratificação de Whitney do conjunto dos
zeros. Ver, por exemplo, M. Tibăr [Ti].

Além disso, segue do Corolário 3.6 – página 34 que M(f/‖f‖) é limitado, o que completa
a prova do Corolário.
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Caṕıtulo 4

Um Teorema Estrutural para
Conjuntos Semi-Algébricos

Sumário
4.1 As condições de Milnor (a) e (b) generalizadas . . . . . . . . . . 41

4.2 Estrutura open book de aplicações polinomiais . . . . . . . . . . 43

4.3 Uma condição semi-algébrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.1 As condições de Milnor (a) e (b) generalizadas

Neste caṕıtulo apresentaremos um dos principais resultados da Tese. A saber, provaremos
uma generalização dos Teoremas de fibrações em esferas: caso global (Teorema 3.12 – página
39) e caso local ([Mil1, Teorema 11.2, pg. 97]). Para tanto, em analogia com as esferas,
consideraremos W n−1 ⊂ RN uma variedade suave compacta sem bordo semi-algébrica de
dimensão n− 1.

Seja F = (f1, . . . , fp) : RN → Rp, 2 ≤ p ≤ n − 1 < N uma aplicação C2-semi-algébrica
e F̄ := F

‖F‖ : RN \ V (F ) → Sp−1, em que V (F ) := F−1(0), provaremos um critério de

existência da estrutura de fibração induzida por F̄ (Teorema 4.1 – página 42). Além disso,
também mostraremos que a aplicação G := π ◦F : (f1, . . . , fp−1) : RN → Rp−1, em que π é a
projeção canônica na meta, também define uma fibração suave localmente trivial (Teorema
4.10 – página 47).

Definição 4.1 Sejam F : RN → Rp uma aplicação C2-semi-algébrica, W ⊂ RN como acima
e VW (F ) := V (F ) ∩W .

(1) Se a aplicação F̄|W : W \ VW (F ) → Sp−1 for uma fibração suave localmente trivial,
diremos que F̄| é a fibração estrutural induzida por F em W .

(2) Diremos que F satisfaz as condições de Milnor (a) e (b) generalizadas se:
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(a) ΣW
F \ VW (F ) ∩ VW (F ) = ∅;

(b) ΣW
F̄

= ∅.

Notações:

• ΣF é o conjunto de pontos cŕıticos de F ;

• ΣF̄ é o conjunto de pontos cŕıticos de F̄ ;

• ΣW
F é o conjunto de pontos cŕıticos de F|W ;

• e ΣW
F̄

é o conjunto de pontos cŕıticos de F̄|W .

Nosso principal resultado desta seção é o seguinte:

Teorema 4.1 (Teorema Estrutural) Se F satisfaz a condição de Milnor (a) generali-
zada, então são equivalentes:

(i) F̄|W é uma fibração estrutural induzida por F em W ;

(ii) F satisfaz a condição de Milnor (b) generalizada.

Demonstração: Sem perda de generalidades, podemos assumir que W é conexo. Além
disso, observe inicialmente que a condição de Milnor (b) generalizada vale, se e somente se,

F̄ : W \ VW (F ) → Sp−1

é uma submersão.

Pelo Lema de seleção da curva local, temos que a condição (a) significa que existe δ > 0
suficientemente pequeno e um disco fechado Dδ centrado na origem, tal que

F| : F−1(Dδ \ {0}) ∩W → Dδ \ {0}

é uma C2-submersão sobrejora própria.

(i) ⇒ (ii) : Neste caso, temos que F̄ : W \VW (F ) → Sp−1 é uma fibração suave localmente
trivial, em particular, ela é uma submersão. Logo, vale a condição de Milnor (b) generalizada.

(ii) ⇒ (i) : Podemos supor que VW (F ) é não vazio. De fato, se ele é vazio a condição de
Milnor (a) generalizada é sempre satisfeita e pela condição de Milnor (b) generalizada, temos
que F̄ : W → Sp−1 é uma C2-submersão própria e sobrejetora, desde que Sp−1 é conexo.
Portanto, (i) segue do Teorema de Ehresmann.

No caso VW (F ) é não vazio, a projeção F̄ : W \ VW (F ) → Sp−1 não é própria e não
podemos usar o Teorema de Ehresmann diretamente. Contudo, a aplicação F| : F−1(Dδ \
{0})∩W → Dδ\{0} é submersão sobrejetiva e própria. Assim, pelo Teorema de Ehresmann,
a aplicação

F| : F−1(Dδ \ {0}) ∩W → Dδ \ {0} (4.1)
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é uma fibração suave localmente trivial. Agora, podemos compor (4.1) com a projeção radial
π1 : (Dδ \ {0}) → Sp−1, π1(y) := y

‖y‖ e, por conseguinte, temos que

F̄ : F−1(Dδ \ {0}) ∩W → Sp−1 (4.2)

é uma fibração suave localmente trivial.

Da fibração (4.1) temos que a aplicação

F̄ : F−1(Sδ) ∩W → Sp−1 (4.3)

é também uma fibração suave localmente trivial e portanto sobrejetiva.

Isto implica que a aplicação

F̄ : W \ F−1(D̊δ) → Sp−1 (4.4)

é sobrejetiva e própria, em que D̊p
δ é um disco aberto em Rp. Agora, usando a condição de

Milnor (b) generalizada, temos que a aplicação (4.4) é uma C2-submersão. Portanto, pelo
Teorema de Ehresmann temos que esta aplicação é uma fibração suave localmente trivial,

Para completar a prova observe que podemos “colar” as fibrações (4.2) e (4.4) pelo bordo
comum F−1(Sδ) ∩W , usando a fibração (4.3), para conseguir a fibração suave localmente
trivial desejada.

Observação 4.2 (a) O argumento principal na prova do Teorema anterior é baseado no
Teorema de Ehresmann. Portanto, é posśıvel generalizar as condições (a) e (b) acima
e o Teorema 4.1 para C2-aplicações e variedades não necessariamente semi-algébricas;

(b) É posśıvel trocar a subvariedade W por um conjunto compacto semi-algébrico com
conjunto singular Σ(W ) 6= ∅, se adicionarmos como hipótese a condição Σ(W ) ⊆
VW (F ). Também podeŕıamos trocar a condição de compacidade de W , pela condição
de F ser uma aplicação própria em W . Em ambos os casos citados o Teorema 4.1 e
sua prova seriam análogas.

4.2 Estrutura open book de aplicações polinomiais

A seguir descreveremos como nosso Teorema Estrutural para aplicações semi-algébricas
generaliza os análogos do caso local e global.

Considere F = (f1, . . . , fp) : (RN , 0) → (Rp, 0) um germe de aplicação anaĺıtica real
satisfazendo as hipóteses do [ACT, Teorema 1.3]. Seja W = ρ−1(ǫ2) = SN−1

ǫ , em que
ρ(x) =

∑n
i=1 x

2
i e ǫ > 0 suficientemente pequeno, VW (F ) := Kǫ o link do germe V (F ). O

conjunto singular ΣW
F (e respectivamente, ΣW

F̄
) é, portanto, o conjunto de Milnor M(F ) :=

{x ∈ U : F 6⋔x ρ} (respectivamente, M(F̄ ) := {x ∈ U \ V (F ) : F̄ 6⋔x ρ}). Com estas
considerações, temos que as condições de Milnor (a) e (b) generalizadas coincidem com as
condições estudadas em [ACT] e, portanto, o Teorema 1.3 de [ACT] é um caso particular do
nosso Teorema 4.1 – página 42.
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Para ver o que ocorre no caso global, vamos considerar uma aplicação polinomial real
F = (f1, . . . , fp) : RN → Rp, e escolher W como sendo W := SN−1

R com R ≫ 1. Neste caso,

nossas condições (a) e (b) significam que os conjuntos M(F ) \ V ∩ V e M(F̄ ) são limitados,
assim, o Teorema 3.12 – página 39 é obtido do nosso Teorema 4.1 – página 42.

Exemplo 4.3 Seja F : R3 → R2, definida por F (x, y, z) = (x, x2+y(x2+y2+z2)). Cálculos
diretos mostram que F tem apenas uma singularidade isolada (0, 0, 0) e, portanto, a condição
de Milnor (a) generalizada vale. Considerando P (x, y, z) = x, Q(x, y, z) = x2+y(x2+y2+z2),
pelo Lema 4.5 – página 45 basta analisar o rank da matriz

(
ω(x, y, z)
∇ρ(x, y, z)

)

2×3

em que ω(x, y, z) = P (x, y, z)∇Q(x, y, z)−Q(x, y, z)∇P (x, y, z), para concluir que M(F/‖F‖)
é limitado.

Portanto, para R suficientemente grande, F
‖F‖ : S2

R \ KR → S1
1 é uma fibração suave

localmente trivial.

4.3 Uma condição semi-algébrica

Considerando um germe de aplicação polinomial real F = (f1, · · · , fp) : (Rn, 0) →
(Rp, 0), tal que F (0) = 0, n ≥ p ≥ 2 com singularidade isolada, podemos compor com
o germe de projeção π : (Rp, 0) → (Rp−1, 0) para obter um novo germe de aplicação
g := π ◦ F : (Rn, 0) → (Rp−1, 0) a qual certamente também tem singularidade isolada
na origem.

Em [AD] os autores provaram um resultado mais geral mostrando que se um germe
F = (f1, · · · , fp) : (Rn, 0) → (Rp, 0) de aplicação anaĺıtica real satisfaz as condições de
Milnor (a) e (b) introduzidas por D. Massey em [Ma2], então para todo I = {i1, · · · , il},
2 ≤ l ≤ p, o germe de aplicação fI = (fi1 , · · · , fil) : (Rn, 0) → (Rl, 0) também satisfaz as
condições de Milnor (a) e (b).

Nosso próximo objetivo é provar que as condições de Milnor (a) e (b) generalizadas,
também são preservadas após considerarmos a composição da aplicação C2-semi-algébrica
F = (f1, · · · , fp) : RN → Rp com projeções canônicas na meta. Tal resultado estende
de maneira natural todos os resultados obtidos anteriormente nesta direção. Para tanto,
considere a seguinte definição motivada no Teorema de Tarski-Seidenberg (Teorema 1.7 –
página 9):

Definição 4.2 Sejam F = (f1, . . . , fp) : X ⊂ RN → Rp uma aplicação C2-semi-algébrica,
X ⊂ RN um conjunto semi-algébrico, π : Rp → Rp−1 a projeção canônica, e suponha que
F satisfaz uma certa propriedade A. Diremos que A é uma propriedade semi-algébrica, se
π ◦ F também satisfaz a propriedade A.

Assim, no que segue, mostraremos que as condições de Milnor (a) e (b) generalizadas
são condições semi-algébricas. E, por conseguinte, pelo Teorema Estrutural considerando
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G := π ◦ F = (f1, . . . , fp−1) : Rp → Rp−1, p ≥ 3, teremos que G|W também define uma
fibração suave localmente trivial.

A importante observação abaixo determina os geradores do espaço normal das fibras de
F̄ : RN \ V (F ) → Sp−1.

Observação 4.4 Seja πi : Rp → Rp−1 a projeção (y1, · · · , yp) 7→ (y1, · · · , ŷi, . . . , yp). A
restrição de π ◦ F̄ ao conjunto aberto {fi 6= 0} é dada por:

πi ◦ F̄ : RN \ V (F ) → Bp−1 ⊂ Rp−1

x 7→
(
f 1(x), · · · , f̂ i(x), · · · , fp(x)

)

em que f̄i denota a função fi
‖F‖ e f̂ i significa que omitimos a função f̄i, para i = 1, · · · , p.

Além disso, temos que ΣF̄ ∩ {fi 6= 0} é o conjunto de pontos, em que

rank




∇f̄1
...

∇f̄i−1

∇f̄i+1
...

∇f̄p



< p− 1.

Veremos abaixo uma forma de obter estes geradores explicitamente. Nesta direção con-
siderando, como em [AT, ACT1], para cada 1 ≤ i, j ≤ p os campos de vetores:

ωi,j(x) = fi(x)∇fj(x) − fj(x)∇fi(x),

segue que ωi,i(x) = 0 e ωj,i(x) = −ωi,j(x). Além disso, temos o seguinte:

Lema 4.5 Se F = (f1, · · · , fp) : Rn → Rp uma aplicação C1-semi-algébrica, então para
cada 1 ≤ j ≤ p, temos que

∇
(

fj
‖F‖

)
(x) =

1

‖F‖3
p∑

1≤k 6=j
fk(x)ωk,j(x). (4.5)

Observação 4.6 Decorre do Lema anterior que se x não for um ponto singular de F̄ , então
o conjunto de vetores {ωi,j(x)}1≤i<j≤p gera o espaço normal em Rn \V (F ) da F̄−1(F̄ (x)) em
x.

Segue da definição a seguinte relação circular.

Lema 4.7 Para todo 1 ≤ i < j < k ≤ p temos:

fiωj,k + fkωi,j + fjωk,i = 0, (4.6)
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Como esta relação contém importantes informações sobre o espaço normal da fibra da
projeção F̄ : RN \ V (F ) → Sp−1, vamos denominá-la de equação de Milnor.

Lema 4.8 Dada F como acima, para todo x no conjunto aberto {f1(x) 6= 0}, temos a
seguinte equação matricial:

‖F (x)‖3p.




∇(
f1
‖F‖)(x)

∇(
f2
‖F‖)(x)

...

∇(
fp
‖F‖)(x)



p×n

=




−f2 −f3 . . . −fp−1 −fp
f21+f

2
3+···+f2p
f1

−f2f3
f1

. . . −f2fp−1

f1
−f2fp

f1

−f2f3
f1

f21+f
2
2+···+f2p−1+f

2
p

f1
. . . −f3fp−1

f1
−f3fp

f1

· · · · · · · · · . . . · · ·
−f2fp

f1
−f3fp

f1
. . . −fp−1fp

f1

f21+f
2
2+···+f2p−1

f1



p×(p−1)




ω1,2(x)
ω1,3(x)
. . .

ω1,p(x)




(p−1)×n

em que a p× (p− 1) matriz tem rank maximal.

Demonstração: A igualdade matricial segue diretamente do Lema 4.5 e da igualdade de
Milnor.

Agora, para verificarmos que a p × (p − 1) matriz tem rank maximal, considere a (p −
1) × (p − 1) submatriz, digamos A(x), obtida da p × (p − 1) matriz acima removendo-se a
primeira linha

A(x) =




f21+f
2
3+···+f2p
f1

−f2f3
f1

−f2f4
f1

. . . −f2fp
f1

−f2f3
f1

f21+f
2
2+···+f2p−1+f

2
p

f1
−f3f4

f1
. . . −f3fp

f1

· · · · · · · · · . . . · · ·
−f2fp

f1
−f3fp

f1
−f4fp

f1
. . .

f21+f
2
2+···+f2p−1

f1




Como A(x) é uma matriz simétrica, temos que ela é diagonalizável, assim, a multi-
plicidade algébrica e geométrica coincidem. Agora, usando ferramentas de álgebra linear,

podemos provar que
‖F (x)‖2
f1(x)

é um autovalor com multiplicidade (p− 2) e f1(x) é um auto-

valor com multiplicidade um. Portanto, o determinante de A(x) é igual a ‖F (x)‖2(p−2)

fp−3
1 (x)

, o qual

nunca se anula no conjunto aberto {f1(x) 6= 0}. Portanto, o operador linear A(x) é injetivo
e os ranks da p×n matriz do lado esquerdo e da (p−1)×n matriz do lado direito são iguais,
o que completa a prova.

Observação 4.9 O Lema acima ainda é válido com a mesma demonstração, se trocarmos
o aberto {f1(x) 6= 0} pelo aberto {fi(x) 6= 0}, para cada i = 2, · · · , p. Neste caso, a i−ésima
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linha da matriz p× (p− 1) é dada por





aik = −fk, se k < i

aik = −fk+1, se k ≥ i

Agora, removendo esta linha da matriz, obtemos uma (p− 1) × (p− 1) matriz simétrica tal
que os elementos na diagonal são dados por





ajj =

p∑

1≤k 6=j

f 2
k

fi
, se j < i

ajj =

p∑

1≤k 6=j+1

f 2
k

fi
, se j ≥ i

e os elementos acima da diagonal são dados por





alk = −flfk
fi
, se k < i

alk = −flfk+1

fi
, se k ≥ i.

A (p− 1) × n matriz neste caso toma a seguinte forma




ωi,1
ωi,2

...
ωi,i−1

ωi,i+1
...
ωi,p




(p−1)×n

Agora podemos provar que as condições de Milnor (a) e (b) generalizadas são semi-
algébricas.

Teorema 4.10 Sejam F = (f1, . . . , fp) : RN → Rp uma aplicação C2-semi-algébrica, p ≥ 3,
e π : Rp → Rp−1, (y1, · · · , yp) 7→ (y1, · · · , ŷi, · · · , yp) a projeção canônica. Se F satisfaz as
condições de Milnor (a) e (b) generalizadas, então π ◦ F também satisfaz.

Demonstração: Como antes denotemos a aplicação composição π◦F porG = (f1, . . . , fp−1)
e por Ḡ = G

‖G‖ .
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Inicialmente, mostraremos que a condição de Milnor (b) generalizada vale para G. Para
tanto, vamos assumir que existe x ∈ ΣW

Ḡ
. Então, existe i ∈ {1, · · · , p−1}, tal que fi(x) 6= 0.

Como, por hipótese, W ⊂ RN é uma variedade suave semi-algébrica de dimensão n − 1,
temos que existe uma vizinhança de x tal que W := {h1(x) = 0, · · · , hN−n+1(x) = 0}, em
que {h1, · · · , hN−n+1} são funções suaves semi-algébricas e 0 é valor regular da aplicação
(h1, · · · , hN−n+1) : RN → RN−n+1. Pela observação 4.4, no ponto x, temos que

rank




∇h1(x)
...

∇hN−n+1(x)
∇f̄1(x)

...
∇f̄i−1(x)
∇f̄i+1(x)

...
∇f̄p−1(x)




< N − n + 1 + p− 2,

Assim, adicionando-se na última linha da matriz anterior o vetor ∇f̄p(x), segue que:

rank




∇h1(x)
...

∇hN−n+1(x)
∇f̄1(x)

...
∇f̄i−1(x)
∇f̄i+1(x)

...
∇f̄p(x)




< N − n + 1 + p− 1.

E pela observação 4.4, temos que x ∈ ΣW
F̄

, o que é uma contradição com a hipótese
ΣW
F̄

= ∅. Logo G satisfaz a condição (b).

Agora, provaremos que G também satisfaz a condição de Milnor (a) generalizada, isto é,
temos que mostrar que

ΣW
G \ VW (G) ∩ VW (G) = ∅.

Para tanto, observe inicialmente, que ΣW
G ⊂ ΣW

F e VW (F ) ⊂ VW (G). Assim,

ΣW
G \ VW (G) ⊂ ΣW

F \ VW (F ) ⇒ ΣW
G \ VW (G) ⊂ ΣW

F \ VW (F ).

Logo, vale a seguinte inclusão:

ΣW
G \ VW (G) ∩ VW (F ) ⊂ ΣW

F \ VW (F ) ∩ VW (F ). (4.7)

Como ΣW
F \ VW (F ) ∩ VW (F ) = ∅, temos que ΣW

G \ VW (G) ∩ VW (F ) = ∅. Assim, para
completarmos a prova da condição (b) para G, resta verificarmos o que ocorre quando consi-
deramos o conjunto VW (G) \ VW (fp), isto é, se fp 6= 0. Mas, pela observação 4.4, temos que
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x ∈ ΣW
F̄

\ VW (fp) se, e somente se,

rank




∇h1(x)
...

∇hN−n+1(x)
∇f̄1(x)

...
∇f̄p−1(x)



< N − n + 1 + p− 1.

Por outro lado, em VW (G), para i = 1, . . . , p− 1, temos que

∇f̄i =
1

‖F‖2 (‖F‖∇fi − fi∇‖F‖) =
1

‖F‖∇fi

Consequentemente,
x ∈ ΣW

F̄ ∩ {fp 6= 0} ⇔ x ∈ ΣW
G ∩ {fp 6= 0}.

Portanto,
ΣW
F̄ ∩ [VW (G) \ VW (fp)] = ΣW

G ∩ [VW (G) \ VW (fp)] . (4.8)

Agora, note que podemos escrever

ΣW
G \ VW (G) ∩ VW (G) = ΣW

G \ VW (G) ∩ [VW (G) \ VW (fp) ∪ VW (F )]

= ΣW
G \ VW (G) ∩ VW (F )

⋃
ΣW
G \ VW (G) ∩ [VW (G) \ VW (fp)] .

Como ΣW
G é fechado e ΣW

G \ VW (G) ∩ VW (F ) = ∅, conclúımos que

ΣW
G \ VW (G) ∩ VW (G) ⊂ ΣW

G ∩ [VW (G) \ VW (fp)] .

Assim, por (4.8), temos que

ΣW
G \ VW (G) ∩ VW (G) ⊂ ΣW

F̄ ∩ [VW (G) \ VW (fp)] .

Mas, pela condição de Milnor (b) generalizada para F , o lado direito desta inclusão é
vazio, logo

ΣW
G \ VW (G) ∩ VW (G) = ∅.

E, portanto, vale a condição de Milnor (b) generalizada para G, como queŕıamos mostrar.

Observação 4.11 Segue diretamente como uma aplicação do Teorema Estrutural que a
aplicação G : W \ VW (G) → Sp−2 é também uma fibração suave localmente trivial para
todo p ≥ 3.
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Caṕıtulo 5

Topologia da Fibra de Milnor no
Infinito

Sumário
5.1 Relação entre as fibras MF e MG . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5.2 A caracteŕıstica de Euler das fibras e dos links relativos . . . . 57

Considerando um germe de aplicação anaĺıtica F : (f1, · · · , fp) : (Rn, 0) → (Rp, 0),
n > p ≥ 2 com ΣF = {0}, Milnor mostrou que para cada ǫ > 0 suficientemente pequeno,
existe um δ > 0, 0 < δ ≪ ǫ, tal que, a aplicação

F| : Bn
ǫ ∩ F−1(Sp−1

η ) → Sp−1
η , (5.1)

é uma fibração suave localmente trivial. Além disso, foi usado um campo de vetores radial
conveniente em Bn

ǫ \ V para “inflar” o tubo Bn
ǫ ∩ F−1(Sp−1

η ) para a esfera Sn−1
ǫ mantendo o

bordo Sn−1
ǫ ∩ F−1(Sp−1

η ) fixo, obtendo uma fibração localmente trivial

Sn−1
ǫ \ ˚N(Kǫ) → Sp−1

η , (5.2)

em que N(Kǫ) é uma vizinhança tubular fechada de Kǫ em Sn−1
ǫ

Considerando p ≥ 3 e o germe de aplicação G := (f1, · · · , fp−1) : (Rn, 0) → (Rp−1, 0),
obtida de F omitindo a última função coordenada, em [Mil1, pg. 100] Milnor conjecturou:

Conjetura 5.1 Sejam M̃F e M̃G as fibras da fibração 5.2 associadas a F e G, respectiva-
mente. A fibra M̃G é homeomorfa ao produto da fibra M̃F com o intervalo unitário.

Assumindo as condições (a) e (b) de Massey para p ≥ 2 em [AD], os autores, usando
ferramentas da Teoria de Morse e da Teoria de Singularidades, responderam positivamente
esta conjectura para a fibra da fibração no tubo de Milnor (5.1). O resultado obtido por eles
foi o seguinte:

Teorema 5.2 [AD, Teorema 6.2, pg. 11] Sejam MF e MG as fibras da fibração no tubo de
Milnor (5.1) associadas a F e G, respectivamente. Então MG é homeomorfa a MF×[−1, 1].
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Na referência [DAYA, seção 5, pg. 16] os autores provaram que se F satisfaz as condições
de Milnor (a) e (b) definidas por D. Massey e M(F/‖F‖) for vazio, então as fibras da fibração

5.1 e da fibração
F

‖F‖ : Sn−1
ǫ \Kǫ → Sp−1 são homotopicamente equivalentes.

De forma geral, podemos considerar este problema para W n−1 ⊂ RN e F = (f1, · · · , fp) :
RN → Rp, 2 ≤ p ≤ n− 1 < N uma aplicação C2-semi-algébrica, como no caṕıtulo anterior.
Ou seja, já vimos que as condições de Milnor (a) e (b) generalizadas são semi-algébricas
(Lema 4.10 – página 47), logo, denotando por MF a fibra de F̄ : W \ VW (F ) → Sp−1 e
por MG a fibra de Ḡ : W \ VW (G) → Sp−2 é também natural questionar como elas estão
relacionadas.

5.1 Relação entre as fibras MF e MG

Nesta seção nosso principal resultado é:

Teorema 5.3 A fibra MG é homotopicamente equivalente a fibra MF .

Para provarmos o Teorema acima precisaremos de algumas definições e resultados preli-
minares.

Observação 5.4 Sem perda de generalidades, podemos considerar

MF = F̄−1(1, 0, · · · , 0) ∩ (W \ VW (F )).

Assim, podemos escrever

MF = {f1 > 0, f2 = · · · = fp = 0} ∩W.

Analogamente,

MG = {f1 > 0, f2 = · · · = fp−1 = 0} ∩W.

Com isto, temos que MF = MF ∪ VW (F ) e que VW (F ) = MF ∩ {f1 = 0}.

A definição a seguir é motivada pela referência [Th].

Definição 5.1 Sejam M uma variedade suave e f : M → R uma função suave e positiva.
Diremos que f é uma “ carpeting function” para M , se existe um δ > 0 tal que em (0, δ] não
existem valores cŕıticos de f .

Lema 5.5 As funções f1|MF
e f1|MG

são carpeting functions para MF e MG, respectiva-
mente.
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Demonstração: Segue da observação 5.4 acima que a função f1 é estritamente positiva
em MF . Vamos provar que existe δ > 0 tal que f1 é uma submersão em MF ∩ (f1)

−1((0, δ]).
Assumiremos que isto não ocorre, e, neste caso, podemos encontrar uma sequência {δn}n∈N
tal que δn > 0, δn → 0 e {f1 = δn} não intersecta VW (f2, · · · , fp) transversalmente. Isto
implica que existe yn em {f1 = δn} tal que yn ∈ ΣW

F \ VW (F ). Mas, como W é compacto,

temos que ΣW
F \ VW (F ) ∩ VW (F ) 6= ∅ o que contradiz a condição de Milnor (a) generalizada

para F . Portanto, f1 é carpeting function para MF . A mesma prova vale para MG, e,
consequentemente, o Lema está provado.

Corolário 5.6 A fibra MF (resp. MG) é homotopicamente equivalente a {f1 ≥ δ, f2 = · · · =
fp = 0} ∩W (resp. {f1 ≥ δ, f2 = · · · = fp−1 = 0} ∩W ).

Demonstração: Vamos considerar a fibra MF . A prova para MG é análoga.

Como f1 é uma carpeting function para MF , segue do Lema 1.19 – página 13 que a fibra
MF é difeomorfa a {f1 > δ, f2 = · · · = fp = 0}∩W . O resultado segue do fato bem conhecido
que toda variedade com bordo é homotopicamente equivalente a sua parte aberta.

Vamos denotar por M δ
F e M δ

G as variedades com bordo {f1 ≥ δ, f2 = · · · = fp = 0} ∩
W e {f1 ≥ δ, f2 = · · · = fp−1 = 0} ∩ W , respectivamente. Desta forma, observe que

M δ
F = M δ

G ∩ {f̄p = 0}, em que f̄p denota a função fp
‖F‖ .

No que segue vamos estudar os pontos cŕıticos de f̄p|Mδ
G

usando as ferramentas da Teoria

de Morse para variedades com bordo.

Nestas condições, temos a seguinte:
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Observação 5.7 A função f̄p|W∩V (f2,··· ,fp−1)
não tem pontos cŕıticos no aberto {f1(x) 6= 0}.

Demonstração: De fato, suponhamos que x seja um ponto cŕıtico de f̄p|W∩V (f2,··· ,fp−1)
no

conjunto aberto {f1(x) 6= 0}. Então, pela observação 4.4 – página 45, temos que

rank




∇h1(x)
...

∇hN−n+1(x)
∇f2(x)

...
∇fp−1(x)
∇f̄p(x)




< N − n + 1 + p− 1.

Mas, em V (f2, · · · , fp−1), pelo Lema 4.5 – página 45, temos que ∇f̄i(x) = 1
‖F (x)‖∇fi(x), pois

fi(x) = 0, para i ∈ {2, · · · , p− 1}. Assim, podemos reescrever a matriz anterior, da seguinte
forma:

rank




∇h1(x)
...

∇hN−n+1(x)
∇f̄2(x)

...
∇f̄p−1(x)
∇f̄p(x)




< N − n + 1 + p− 1.

Como f1(x) 6= 0, pela observação 4.4, temos que a desigualdade acima mostra que x
pertence a ΣW

F̄
, o qual é vazio, pela condição de Milnor (b) generalizada para F . Assim,

f̄p|W∩V (f2,··· ,fp−1)
não tem pontos cŕıticos em {f1(x) 6= 0}, como queŕıamos mostrar.

Nosso próximo passo é investigar os pontos cŕıticos de f̄p restritos a

∂M δ
G = {f1 = δ, f2 = · · · = fp−1 = 0} ∩W.

Lema 5.8 Para δ suficientemente pequeno, os pontos cŕıticos de f̄p|∂Mδ
G

são corretos e per-

tencem a {fp 6= 0}.

Demonstração: Denotemos por ψ = (f2, · · · , fp−1) e observe que os pontos cŕıticos de
f̄p|∂Mδ

G
são corretos, pois f̄p|W∩V (ψ) não tem pontos cŕıticos em {f1 6= 0}. Além disso, como

f1 é uma carpeting function para MF , temos que existe δ suficientemente pequeno, tal que
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se x ∈MF ∩ (f1)
−1((0, δ]), vale que,

rank




∇h1(x)
...

∇hN−n+1(x)
∇f1(x)

...
∇fp−1(x)
∇fp(x)




= N − n+ 1 + p.

Em particular, em MF ∩ {f1 = δ}, temos que a seguinte igualdade é satisfeita:

∇f̄p = δ−1∇fp,

pois ∇f̄p = 1
‖F‖∇fp em MF ∩ {f1 = δ}. Trocando ∇fp(x) por ∇f̄p(x) na matriz acima,

conclúımos que os pontos cŕıticos de f̄p|∂Mδ
G

estão em {fp 6= 0}.

Lema 5.9 Se δ é suficientemente pequeno, então os pontos cŕıticos de f̄p|∂Mδ
G

em {fp 6= 0}
apontam para o exterior (resp. apontam para o interior) de M δ

G, se e somente se, eles estão
em {fp > 0} (resp. {fp < 0}).

Demonstração: Vamos supor que o resultado é falso. Então, para cada δ > 0 suficiente-
mente pequeno, podemos encontrar um ponto cŕıtico xδ de f̄p|∂Mδ

G
em {fp > 0} que aponta

para o interior. Portanto, temos que existe λ(xδ) > 0 tal que

∇f̄p|V (ψ)∩W (xδ) = λ(xδ)∇f1|V (ψ)∩W (xδ). (5.3)

Pelo Lema de seleção da curva local, temos que existe uma curva anaĺıtica

γ : [0, ν[→ V (ψ) ∩W,

tal que f1(γ(0)) = 0, e para t ∈]0, ν[:

• fp(γ(t)) > 0,

• f1(γ(t)) > 0,

• ∇f̄p|V (ψ)∩W (γ(t)) = λ(γ(t))∇f1|V (ψ)∩W (γ(t)) com λ(γ(t)) > 0.

Portanto, temos que

(f̄p ◦ γ)′(t) =

〈
∇f̄p|V (ψ)∩W (γ(t)), γ′(t)

〉

= λ(γ(t))

〈
∇f1|V (ψ)∩W (γ(t)), γ′(t)

〉

= λ(γ(t))(f1 ◦ γ)′(t).
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Afirmamos que (f1 ◦ γ)′ > 0. Pois caso contrário, ou seja, se (f1 ◦ γ)′ ≤ 0, teŕıamos que
f1 ◦ γ seria não crescente. Mas, como f1(γ(t)) tende a 0 quando t tende a 0, isto implicaria
que f1(γ(t)) ≤ 0, o que é imposśıvel.

Logo, (f̄p ◦ γ)′ > 0 o que implica que f̄p ◦ γ é estritamente crescente.

Vamos avaliar fp(γ(0)). Se fp(γ(0)) = 0, então γ(0) ∈ VW (F ). Além disso, sabemos que

∇f̄p(γ(t)) =
1

‖F (γ(t))‖3f
2
1 (γ(t))∇fp(γ(t)) − fp(γ(t))f1(γ(t))∇f1(γ(t)),

isto implica que γ(t) também pertence a ΣW
F \ VW (F ) para t > 0, desde que γ(t) é um

ponto cŕıtico de f̄p|∂Mδ(t)
G
, em que δ(t) = f1(γ(t)). Portanto, γ(0) pertence ao conjunto

ΣW
F \ VW (F ) ∩ VW (F ) o qual é vazio. Consequentemente, fp(γ(0)) > 0 e f̄p(γ(0)) = 1, pois

f1(γ(0)) = . . . = fp−1(γ(0)) = 0.

Como f̄p ◦ γ(t) tende para 1 quando t tende para 0, então a monotonicidade de f̄p ◦ γ nos
dá que f̄p(γ(t)) > 1, o que contradiz o fato que |f̄p| ≤ 1.

Com o exposto acima, temos todos os ingredientes para a prova do Teorema 5.3 – página
52.

Demonstração: (Teorema 5.3 – página 52). Pelo exposto acima, temos que 0 é um valor
regular da função fp : M δ

G → R. Como M δ
G é uma variedade com bordo, temos que M δ

G ∩
{fp ≥ 0} (resp. M δ

G ∩ {fp ≤ 0}) é uma variedade com corner, cujo corner é dado por
∂M δ

G ∩ {fp = 0} (conforme página 15). Além disso, considerando a função fp : M δ
G ∩ {fp ≥

0} → R (resp. fp : M δ
G ∩{fp ≤ 0} → R) podemos aplicar a Teoria de Morse para variedades

com bordo, visto que os pontos cŕıticos de fp|Mδ
G∩{fp≥0} (resp. fp|Mδ

G∩{fp≤0}) não são pontos

de corner. Portanto, segue do Lema 1.21 – página 14 que M δ
G ∩ {fp ≥ 0} ∼ M δ

F × [0, 1] e
que M δ

G ∩ {fp ≤ 0} ∼ M δ
F × [−1, 0]. Logo, M δ

G ∼ M δ
F × [−1, 1], pois ela é homeomorfa a

colagem de M δ
G ∩ {fp ≥ 0} e M δ

G ∩ {fp ≤ 0} ao longo de M δ
G ∩ {fp = 0} = M δ

F . Usando o
Corolário 5.6 – página 53, finalizamos a prova do Teorema.

Vamos considerar o caso particular em que p = 2, isto é, F = (f1, f2) : RN → R2

uma aplicação C2 semi-algébrica satisfazendo as condições de Milnor (a) e (b) generalizadas.
Denote por M+

f1
= {x ∈ W : f1 > 0} e por M−

f1
= {x ∈ W : f1 < 0}.
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Teorema 5.10 A fibra MF é homotopicamente equivalente a M+
f1

e M−
f1

.

Demonstração: A prova é a mesma do Teorema 5.3. Precisamos checar que f1 é uma
carpeting function para M+

f1
e −f1 é uma carpeting function para M−

f1
. Mas f1|W : W → R

tem um número finito de valores cŕıticos, assim existe um δ > 0, tal que ]0, δ] e [−δ, 0[, não
contém qualquer valor cŕıtico de f1|W .

Seja F = (f1, · · · , fp) : RN → Rp, 2 ≤ p ≤ n − 1, uma aplicação C2 semi-algébrica
satisfazendo as condições de Milnor (a) e (b) generalizadas. Vamos considerar l ∈ {1, · · · , p}
e I = {i1, · · · , il} uma lista formada por l inteiros distintos de {1, · · · , p} e seja fI a aplicação
semi-algébrica (fi1 , · · · , fil) : RN → Rl.

Sabemos que se l ≥ 2, então a aplicação fI satisfaz as condições de Milnor (a) e (b)
generalizadas. Vamos denotar também por MfI a fibra de f̄I |W\VW (fI)

.

Corolário 5.11 Sejam l ∈ {2, · · · , p} e I = {i1, · · · , il} como acima. Então, as fibras MfI

e MF são homotopicamente equivalentes.

Demonstração: É suficiente aplicar o Teorema 5.3.

Vamos examinar o que acontece quando l = 1. Pelo exposto anteriormente, temos o
seguinte.

Corolário 5.12 Para todo j ∈ {1, · · · , p}, as fibras M+
fj

e M−
fj

são homotopicamente equi-
valentes a fibra MF .

Demonstração: É suficiente aplicar o Teorema 5.10.

5.2 A caracteŕıstica de Euler das fibras e dos links re-

lativos

Nesta seção, provaremos algumas fórmulas relacionando a caracteŕıstica de Euler dos
conjuntos VW (fI), os quais chamaremos de links relativos (ou simplesmente, links) com a
caracteŕıstica de Euler da fibra MF . Como uma consequência obteremos uma obstrução para
estes links sejam homotopicamente equivalentes após as projeções.

Vamos manter as notações e hipóteses para F como na seção anterior.

Proposição 5.13 Temos que χ
(
VW (G)

)
− χ

(
VW (F )

)
= (−1)n−p2χ(MF ).
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Demonstração: Vamos escrever

M+
F = {f1 = f2 = · · · = fp−1 = 0, fp > 0} ∩W = VW (G) ∩ {fp > 0},

e

M−
F = {f1 = f2 = · · · = fp−1 = 0, fp < 0} ∩W = VW (G) ∩ {fp < 0}.

Observe que estes dois conjuntos são difeomorfos a fibra MF . Além disso, sabemos, pelo
Lema 5.5 – página 52, que fp é uma carpeting function para M+

F e −fp é uma carpeting
function para M−

F . Portanto, pelo Corolário 5.6 – página 53, temos que existe 0 < δ ≪ 1
tal que:

(a) M+
F é homotopicamente equivalente a VW (G) ∩ {fp ≥ δ};

(b) e M−
F é homotopicamente equivalente a VW (G) ∩ {fp ≤ −δ}.

Por outro lado, pela propriedade aditiva da caracteŕıstica de Euler, temos que:

χ(VW (G)) = χ(VW (G) ∩ {fp ≥ δ}) + χ(VW (G) ∩ {fp ≤ −δ})+

χ(VW (G) ∩ {−δ ≤ fp ≤ δ}) − χ(VW (G) ∩ {fp = δ})−

χ(VW (G) ∩ {fp = −δ}).

Dos itens (a) e (b) acima, segue que os dois primeiros termos do lado direito desta
igualdade são iguais a χ(MF ). O terceiro termo é igual a χ(VW (F )), pois Durfee [Dur]
mostrou que VW (F ) é um retrato por deformação de VW (G) ∩ {−δ ≤ fp ≤ δ} e os dois
últimos termos são os bordos M δ

F e de M−δ
F . Como VW (G)∩ {fp = δ} e VW (G)∩ {fp = −δ}

são os bordos das variedades M δ
F e de M−δ

F , respectivamente. Temos que as duas últimas
caracteŕısticas de Euler são iguais a 0, se n − p é par e iguais a 2χ(MF ), se n − p é ı́mpar.
O que completa a prova da Proposição.

Vamos escolher l ∈ {2, · · · , p} e uma l-tupla I = {i1, · · · , il} de pares de elementos
distintos de {1, · · · , p}. Seja J = {i1, · · · , il−1}. Se l = 1, então, façamos J = ∅ e fJ = 0.
Observe que neste caso VW (fJ) = W . Assim, temos o resultado mais geral como segue.

Proposição 5.14 Temos χ(VW (fJ)) − χ(VW (fI)) = (−1)n−l2χ(MF ).

Demonstração: Mesma prova da Proposição 5.13.

Em particular, obtemos os dois Corolários a seguir.

Corolário 5.15 Seja j ∈ {1, · · · , p}. Então, χ(VW (fj)) = χ(W ) − (−1)n−12χ(MF ).

Demonstração: Basta aplicar a Proposição 5.14 para o caso l = 1.
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Corolário 5.16 Sejam l ∈ {3, · · · , p} e I = {i1, · · · , il} ⊂ {1, · · · , p}. Considere K ⊂
I uma lista qualquer de (l − 2) inteiros distintos de I. Então, temos que χ(VW (fK)) =
χ(VW (fI)).

Demonstração: Seja J uma lista com (l−1) elementos distintos obtida de K adicionando-
se um elemento de I \K. Pela Proposição 5.14, o Corolário segue da igualdade

χ(VW (fJ)) − χ(VW (fI)) = χ(VW (fJ)) − χ(VW (fK)).

Por fim, para expressarmos a caracteŕıstica de Euler de todos os conjuntos VW (fI) é
suficiente calcular a caracteŕıstica de Euler de um conjunto VW (fI) quando #I = 2. Mas,
para o conjunto I = {1, 2}, segue da Proposição 5.14, que

χ(VW (fI)) = χ(VW (f1)) − (−1)n2χ(MF ).

Portanto, podemos resumir todos estes resultados no seguinte Teorema.

Teorema 5.17 Sejam l ∈ {1, · · · , p} e I = {i1, · · · , il} como acima.

(a) Se n é par, então χ(VW (fI)) =

{
2χ(MF ), se l é ı́mpar
0, se l é par

(b) Se n é ı́mpar, então χ(VW (fI)) =

{
χ(W ) − 2χ(MF ), se l é ı́mpar
χ(W ), se l é par

2
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS
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