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Resumo

Neste trabalho, nos concentramos no estudo da topologia da fibracao de Milnor asso-
ciada a um germe de aplica¢do polinomial f : (R",0) — (R”,0) com uma singularidade
isolada na origem. O primeiro resultado é uma extensao da caracterizagao de germes de
aplicacoes triviais nos pares de dimensoes (n,p) quando n — p = 3. Uma caracterizagao
inicial foi apresentada por Church e Lamotke em 1975. O segundo resultado é a carac-
terizagao de NS-pares (S°, K?), usando a topologia de espagos de configuragio. Como
uma consequéncia desta caracterizacao, mostramos a existéncia de germe de aplicacao
polinomial real nos pares de dimensdes (6,3) com uma singularidade isolada na origem
tal que sua fibra de Milnor nao é difeomorfa a um disco. A existéncia desses exemplos
coloca um fim ao problema da nao-trivialidade proposto por Milnor em 1968 e além disso,
nos permite apresentar um novo resultado sobre a topologia da fibra de Milnor real nos
pares de dimensoes (2n,n) e (2n + 1,n), n > 3. Tal resultado garante a existéncia de
germes de aplicagoes polinomiais (R™,0) — (R?,0), n > p > 2, com uma singularidade
isolada na origem tais que suas fibras de Milnor tém o tipo de homotopia de um buqué

de um numero positivo de esferas.

Palavras-chave: topologia das fibras reais, fibra de Milnor real, link fibrado, germe de

aplicacao polinomial real, par de Neuwirth-Stallings, espago de configuracao.
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Abstract

In this work, we focus on the study of the topology of the Milnor fibration associated
with a polynomial map germ f : (R",0) — (RP,0) with an isolated singularity at the
origin. The first result is an extension of the characterization of trivial map germs in the
pairs of dimensions (n,p) when n — p = 3. An initial characterization was presented by
Church and Lamotke in 1975. The second result is a characterization of NS-pairs (5°, K?),
using the topology of configuration spaces. As a consequence of this characterization, we
show the existence of real polynomial map germs in the pairs of dimensions (6,3) with
an isolated singularity at the origin such that its Milnor fibers are not diffeomorphic to
a disc. The existence of such examples ends a non-triviality problem posed by Milnor in
1968 and furthermore, it allows us to show a new result about the topology of the real
Milnor fibers in the pairs of dimensions (2n,n) and (2n + 1,n), n > 3. This result ensure
the existence of polynomial map germs (R",0) — (RP,0), n > p > 2, with an isolated
singularity at the origin such that its Milnor fibers has the homotopy type of a bouquet

of a positive number of spheres.

Key words and phrases: topology of the real fibers, real Milnor fiber, fibered link, real

polynomial map germ, Neuwirth-Stallings pair, configuration space.
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Introducao

A existéncia da fibracao de Milnor numa vizinhanga de um ponto singular ¢ uma
ferramenta bastante utilizada no estudo da estrutura topoldgica da singularidade. Essa
ferramenta passou a ser conhecida em 1968, com o langamento do livro “Singular Points of
Complex Hypersurfaces”, de autoria de John Milnor. Neste livro, o autor demonstra dois
teoremas de fibragao: um para funcao analitica complexa e outro para aplicacao analitica

real.

No caso complexo, ele mostrou que dado um representante de um germe de funcao
holomorfa ¢ : U C C""' — C com (0) = 0, existe um ntimero real suficientemente
pequeno €y > 0 tal que para todo 0 < & < &,

w 2n+1 1
.5 K S 0.0.1
g5 VT (0.0)

¢ uma projegao suave de um fibrado localmente trivial, onde S2"! ¢ a esfera (2n + 1)-

dimensional de raio €, centrada na origem e
K =~ 1(0)n szt

¢ chamado o link da singularidade na origem.

v
1]

o seu fecho topolégico, Milnor deu detalhes sobre a topologia da fibra e do link e provou

—1
Denotando por Fy = ( ) (") a fibra de (0.0.1), onde € € S', e por Fg = FyUK
que se 0 € C*"! ¢ um ponto singular isolado de 1, entdao a fibra Fy é paralelizavel®,
(n — 1)-conexa e tem o tipo de homotopia de um buqué de esferas S™ V...V S™, sendo o

numero de esferas do buqué chamado, posteriormente, o ntiimero de Milnor.

No caso real, considere uma aplica¢do polinomial f : R” — RP? tal que f(0) = 0, com
n > p > 2 e assuma a seguinte condigao.
Condi¢ao de Milnor: Suponha que em alguma vizinhanca aberta U da origem 0 € R",
tem-se Y (f) := {z € U|rank J f(z) ndo é maximal} = {0}, ou seja, 0 ¢ um ponto singular

isolado de f, onde Jf(z) denota o Jacobiano de f em zx.

1o fibrado tangente T'F, é trivial.
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Milnor mostrou que, desta forma, existe €5 > 0 suficientemente pequeno tal que para

0 < e < g9 podemos encontrar 9, com 0 < § < ¢ de modo que a aplicagao
fof sy nBr — Spt (0.0.2)

¢ uma projegio suave de um fibrado localmente trivial onde S?™' é a esfera (p — 1)-
dimensional de raio J, centrada na origem e B! é a bola fechada de dimensao n e raio
¢ centrada na origem. Usando campo de vetores ele construiu um difeomorfismo em
B\ {f = 0} que leva o espaco total f~'(S2~")N B” da fibragao (0.0.2) no complementar
Sn=I\ IntN(K.) de uma vizinhanga tubular aberta de K. = f~(0)N.S"!, obtendo uma
aplicacao

SN\ IntN(K.) — S&! (0.0.3)

que também ¢é um fibrado suave localmente trivial cuja fibra F; é uma variedade de
dimensao (n — p), suave, compacta e com bordo difeomorfo a K.. Se K. nao for vazio,
temos que sempre podemos estender a fibra¢ao (0.0.3) sobre N(K.)\ K. e escalonar para

a esfera unitaria de modo a obter um fibrado suave localmente trivial
SPI\ K, — SP (0.0.4)

cuja fibra é o interior de uma variedade compacta com bordo K..
Milnor também observou que, em geral, tanto a projegao da fibragao S*~ '\ IntN(K.) —
SP~1 quanto a projegao (0.0.4) nao sao dadas por m No entanto, o mesmo nao apre-

sentou condigoes necessarias e suficientes para garantir que a projegao da fibracao (0.0.4)

fosse dada por ——

I
i

No final da década de 80, A. Jacquemard apresentou em [26, 27| uma caracterizagao

dos pontos criticos da projegao 0 SPH\ K, — S* como segue

J
ml
Teorema 0.0.1. [26, 27| Considere f = (P,Q) : U C R® — R? uma aplica¢io analitica
com singularidade isolada na origem. Um ponto x € S" € critico da proje¢io ——

somente se, existe X € R tal que P(z)VQ(z) — Q(x)VP(x) = \x.

I
I

A prova do teorema apresentada nas referéncias nao é tao simples pois utiliza bastante
técnica e ferramentas nao usuais de conjuntos semi-algébricos. No entanto, uma prova

mais elementar foi feita por Aratijo dos Santos em [1].

O estudo de singularidades de aplicagdes analiticas reais f cuja aplicagao

f
171

desenvolvido por varios matematicos (ver, por exemplo, [44] para uma introdugdo ao

: S\ K. — SP7! ¢ a projecio de um fibrado suave localmente trivial tem sido
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tema). Em [43], os autores M. Ruas, J. Seade e A. Verjovsky introduziram a condi¢do de
Milnor forte na origem, a qual de forma mais direta significa que um germe de aplicacao
f: (R",0) — (R?,0), satisfazendo a condigao de Milnor, tem a projegao do fibrado (0.0.4)

dada por —.
171

Na direcao de singularidades nao-isoladas, usando um importante conceito introduzido
por E. Looijenga, o de NS-par, os autores R. Aratjo dos Santos e M. Tibar consideraram
germes de aplicagoes analiticas reais f : (R",0) — (RP,0) e introduziram uma condigao
I
[aln
também estende a nogao de NS-par ou estrutura open book superior da esfera S*~! (vide
[6]).

Ainda no caso real, notamos que em [39], Milnor apresentou alguns resultados sobre a

que além de garantir que a aplicagao projecao do fibrado associado é dada por

topologia da fibra. Ele mostrou que se n < 2(p — 1), a fibra é necessariamente contratil e
na demonstracgao deste resultado, encontramos um outro que também é muito importante
e vale para todo n > p. Tal resultado afirma que se o link K. for nao vazio, entao a
fibra ¢ (p — 2)-conexa. Uma questao natural é verificar a existéncia de um Teorema do
Buqué para o caso real. Mas, em geral, nao é possivel garantir tal existéncia, uma vez
que, através de construcoes devidas a Zeeman e Looijenga, podemos obter exemplos de
fibras de Milnor cujos grupos fundamentais nao sao livres. No entanto, neste trabalho,
encontramos condigoes nas quais garantimos que a fibra tem o tipo de homotopia de um
buqué de esferas em vérios pares de dimensoes (n,p), n > p > 2. Mais detalhes sao

apresentados no tltimo capitulo.

Objetivando apresentar resultados e ferramentas necesséarios para o entendimento dos
resultados principais, estruturamos o texto da seguinte forma. No capitulo 1, apresen-
tamos conceitos béasicos e resultados classicos da Topologia Algébrica e da Topologia

Diferencial, além de um breve estudo dos Grupos de Lie.

No Capitulo 2, fazemos um estudo da existéncia da fibracao de Milnor para germes
de aplicagoes analiticas reais com conjunto singular qualquer, utilizando as condigdes (a)
e (b) de Milnor, as quais foram definidas por D. Massey em [35]. Apresentamos alguns
avancgos encontrados na literatura a respeito dos questionamentos feitos por Milnor no
livro “Singular point of complex hypersurfaces”. Além disso, apresentamos neste capitulo
a ideia de algumas construgoes feitas por Emil Artin, Erik Zeeman e Eduard Looijenga,

as quais fornecem condi¢Oes para enunciarmos e provarmos novos resultados.

Finalizados os dois primeiros capitulos que retinem importantes informagoes para o
desenvolvimento desta tese, estamos em condi¢oes de comegar a apresentar resultados

bem recentes e o contetido novo deste trabalho. Assim, o objetivo do Capitulo 3 é relem-
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brar alguns resultados por completitude. Dessa forma, apresentaremos um refinamento
de um teorema provado por Church e Lamotke (Teorema 2.3.4), o qual responde uma das
questoes de J. Milnor acerca da nao-trivialidade de um germe de aplicagao polinomial real
com singularidade isolada. Nosso resultado, Teorema 3.0.3, cobre todos os casos da fibra
de Milnor 3-dimensional, caracterizando aplicagoes triviais usando conceitos mais “mane-

javeis” como conexidade, caracteristica de Euler e grau de Brouwer de uma aplicacao.

No Capitulo 4, objetivamos caracterizar NS-pares (5%, K) com dim K = 2, e usar tal
caracterizagao para provar a existéncia de germes de aplicagoes polinomiais reais nao-
triviais (R% 0) — (R3,0) com uma singularidade isolada na origem, respondendo o Pro-
blema 2.3.3 proposto por Milnor, que, segundo nossas pesquisas, se encontrava em aberto
até o momento. Para isso, utilizamos ferramentas de espagos de configuragao e um re-
sultado de L. Funar provado em [20, Segao 2.7], o qual esta enunciado na Secao 2.5 do
Capitulo 2. Mais precisamente, primeiro classificaremos fibrados E®> — S? cuja fibra é a
3-esfera com os interiores de uma uniao disjunta de 3-discos removidos, e que satisfazem
a condigao que as fibragoes restritas ao bordo sao triviais. Mostraremos (Lema 4.2.1) que
as classes de isomorfismo de tais fibrados estao em correspondéncia 1 — 1 com o segundo
grupo de homotopia de um certo espago de configuracao, cujas classes correspondem a
matrizes de inteiros anti-simétricas. Entao, concluiremos que um dado fibrado E° — S?
esté associado a um NS-par (5%, K) se, e somente se, a matriz anti-simétrica ¢ unimodular
(ver o principal Teorema 4.2.3). Como uma consequéncia, veremos que o nimero de com-
ponentes de bordo de uma fibra é sempre impar. Além disso, isso nos permitird construir
muitos NS-pares (S°, K) nao-triviais, e entao a construgao de E. Looijenga |34] (ou veja a
Secao 2.4 do Capitulo 2) conduzira para germes de aplicagoes polinomiais ndo-triviais com
uma singularidade isolada. Na Se¢ao 4.3, faremos uma generalizacao de alguns resultados
da Se¢ao 4.2, objetivando obter novos exemplos nao-triviais nos pares de dimensoes (n, p)
com n — p > 4. Tais resultados também estendem os de Church e Lamotke em [12], pois

no nosso caso a fibra nao é contratil.

Com respeito ao estudo da topologia da fibra de Milnor real, podemos citar [4], [14],
[15], [16]. Dando continuidade a esses estudos, introduzimos condigbes suficientes sob
as quais a fibra de Milnor nos pares de dimensoes (2n,n) e (2n + 1,n), é, a menos de
homotopia, um buqué de esferas. Isto é feito no Capitulo 5, onde os principais resultados
sao as Proposicoes 5.3.1 e 5.3.4. Mais precisamente, provamos que a fibra real nos pares de
dimensodes (2n,n), n > 2 e (2n+ 1,n), n > 3 tem, respectivamente, o tipo de homotopia
de um buqué de (n— 1)-esferas e o tipo de homotopia de um buqué de n- e (n— 1)-esferas.
Além disso, como aplicagoes, garantimos a existéncia de exemplos de germes de aplicagoes
polinomiais em todos os pares de dimensoes (2n,p) e (2n+ 1,p), 2 < p < n, tais que a

fibra de Milnor tem essas caracteristicas.



Preliminares

Neste capitulo relembramos algumas defini¢oes e resultados classicos necessarios para
a compreensao dos capitulos subsequentes. No entanto, advertimos o leitor que existem
outros resultados que usaremos ao longo do texto, mas nos limitaremos a informé-los no

momento conveniente.

Em todo o trabalho, os grupos de (co)homologia sdo com coeficientes inteiros a menos
que seja especificado o contrario. O simbolo “2” denota um isomorfismo apropriado
entre objetos algébricos, “~” um difeomorfismo entre variedades suaves e “~” denota uma
equivaléncia de homotopia. Além disso, estamos considerando uma n-esfera como a esfera
padrao S™.

1.1 Ferramentas da Topologia Algébrica

Considere X um espaco topologico, A um subespaco de X e as seguintes notagoes:

1. m,(X) é o n-ésimo grupo de homotopia de X;

2. H,(X) (resp. H,(X, A)) é o n-ésimo grupo de homologia singular de X (resp. do
par (X, A));

3. H™"(X) (resp. H"(X, A)) é o n-ésimo grupo de cohomologia singular de X (resp. do
par (X, A)).

Observagao 1.1.1. Os grupos de homologia reduzida de um espago topologico X, denota-

dos por lf]n(X ), se relacionam com os grupos de homologia singular da seguinte forma:

O resultado a seguir descreve quando os grupos relativos H, (X, A) nao sao afetados

ao extrair um subconjunto Z C A e sua prova pode ser encontrada em [24], pagina 124.
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Teorema 1.1.2. (Teorema de Excisao) Seja (X, A) um par de espagos topoldgicos e Z C
A C X tal que Z C A. Entio a inclusio i - (X — Z,A— Z) — (X, A) induz isomorfismo
i Hy( X —Z,A—Z) — Hy(X, A),Vp > 0. Equivalentemente, para subespagos A, B C X
cugos interiores cobrem X, a inclusao (B, ANB) — (X, A) induz isomorfismos H,(B, AN
B) — H,(X, A) para todo p.

Proposigao 1.1.3. Se M ¢ uma variedade topologica n-dimensional compacta, conexa e

orientdvel, com bordo nao-vazio, entao H;(M) =0 para i > n.

Apresentamos a seguir, um resultado basico na estrutura dos grupos de homologia e

de cohomologia de variedades.

Teorema 1.1.4. (Dualidade de Poincaré — [48, p.297|) Se U é uma orienta¢ao de uma

n-variedade compacta X, entao para todo q existe um isomorfismo

H

q

(X) = H9(X).

Com o intuito de relacionar a estrutura de um subconjunto da esfera com o seu com-

plemento, apresentamos a seguir o Teorema da dualidade de Alexander.

Teorema 1.1.5. (Dualidade de Alexander — [24, p.254]) Se K é um subespaco proprio

de S™, nao-vazio, compacto e localmente contrdatil, entao para todo i tem-se
H;(S"\ K) = H" " 1(K).

Uma aplicacao continua f : X — Y é chamada uma equivaléncia de homotopia se
existe uma aplicagao continua g : Y — X tal que fog~ Idy e go f ~ Idx. Neste caso,
a aplicacao g é chamada uma wnversa homotopica de f e dizemos que os espagos X e Y
sao equivalentes homotopicos ou, em outras palavras, que X e Y tém o mesmo tipo de

homotopia e usamos a notagao X ~ Y.

Dizemos que a aplicacao continua f : X — Y é uma equivaléncia de homotopia fraca
se ela induz isomorfismos 7, (X, o) — m,(Y, f(z0)) para todo n > 0 e todas as escolhas

de ponto base xg.

Considere os espacos topologicos X e A C X. Dizemos que A é um retrato de X se a
aplicacao Idy : A — A se estende a uma func¢ao continua r : X — A, isto é, a composi¢ao
AL x5 A, onde 7 é a aplicacao inclusao, corresponde & aplicacao Idy. A funcgao r
¢ chamada retracdo. Se, além disso, a composicio X — A 4 X6 homotoépica a Idy,

dizemos que A é um retrato por deformacao de X.

Definicao 1.1.6. Dado k£ > 0 inteiro, dizemos que um espago topologico X é k-conexo

se é conexo por caminhos e m;(X) = 0 para 0 < i < k.
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Teorema 1.1.7. (Teorema do Isomorfismo de Hurewicz — [49, p.185]) Se um espago X é
(n — 1)-conexo, n > 2, entao h : m (X, z9) = Hy(X) € um isomorfismo para ¢ < n e um

eptmorfismo para ¢ =n+ 1. No cason =1, h € um epimorfismo para q = n.

Observacao 1.1.8. Nas hipoteses do Teorema 1.1.7, quando n = 1 = ¢, o nicleo da
aplicacdo h : m (X, z9) — Hi(X) é o subgrupo comutador de 7,(X). Entdo h induz um
isomorfismo entre a abelianizagdo de 7 (X) e o grupo H;(X). Para detalhes, ver [24,
Teorema 2A.1].

Apresentaremos, a seguir, duas versdes para o Teorema de Whitehead (que é uma
consequéncia do Teorema 1.1.7), sendo que a segunda é vélida quando assumimos que 0s

espagos sao CW-complexos.

Teorema 1.1.9. (Teorema de Whitehead — [48, p.399|) Sejam X e Y espagos 0-conezos
(ambos com ponto base) e seja f : (X, x0) = (Y,yo) uma aplicagao. Se existe n > 1 tal
que

Ji (X, 20) = 7 (Y, 90)

€ um 1somorfismo para ¢ < n e um epimorfismo para ¢ = n, entao
Je: Hq(X> To) — Hq<Y> Yo)

€ um isomorfismo para q < n e um epimorfismo para q = n. Por outro lado, se X eY
sao 1-conexos e f, € um isomorfismo para ¢ < n e um epimorfismo para ¢ = n, entao fy

€ um 1somorfismo para ¢ < n e um epimorfismo para ¢ = n.

Teorema 1.1.10. (|24, Teorema 4.5|) Se uma aplicagao f: X — Y entre CW complezos
conezos induz isomorfismos fy : m,(X) = m,(Y) para todo n, entao f € uma equivaléncia
de homotopia. No caso de f ser a inclusao de um subcomplexo X — Y, a conclusao é

mais forte: X € um retrato por deformacao de'Y.

Teorema 1.1.11. (|48, Teorema 7, p.43|) Uma aplicag¢io continua o : S™ — X representa
um elemento trivial de m,(X) para n > 1 se, e somente se, a pode ser continuamente
estendida para D" — X.

O resultado a seguir caracteriza o subgrupo de torgao (n — 1)-dimensional de uma

n-variedade conexa e serd muito importante para o desenvolvimento do Capitulo 5.

Lema 1.1.12. ([8, Corolario 7.13|) Se M ¢é uma variedade conezxa, entio o subgrupo de
tor¢ao TH, 1(M) € Zs se M é compacta e nao-orientdvel e é 0 se M é nao-compacta ou

orientdvel.



8 Preliminares

A partir de agora, utilizaremos a seguinte notagao: dada M variedade com bordo,
denotaremos o bordo de M por M. Quando M for uma variedade compacta com OM = (),

diremos que M é uma variedade fechada.

Definicao 1.1.13. A variedade n-dimensional M é uma n-esfera de homologia se M ¢é

fechada e tem a homologia da esfera S™.

Quando M é equivalente homotopica a esfera S™, dizemos que M é uma n-esfera de

homotopia. Note que toda esfera de homotopia é uma esfera de homologia.

A seguir veremos duas operagoes entre espacos. Tais operagoes serao utilizadas nos

dois ultimos capitulos deste trabalho.

Wedge. Considere os espacos X e Y com os respectivos pontos escolhidos xg e .
Chamaremos de wedge, e denotaremos por X VY, o quociente da uniao disjunta XUY
obtido pela identificacao de g e o a um tnico ponto. Por exemplo, S*V .S é homeomorfo
a “figura 8”, dois circulos que se intersectam em um ponto. Um wedge de esferas arbitrarias

é frequentemente chamado de buqué de esferas.

Soma conexa. Considere duas variedades disjuntas n-dimensionais conexas M; e M,
e o disco unitario n-dimensional D™. Escolha mergulhos iy : D™ — My e iy : D" — M,
de modo que i, preserva orientacao e i, inverte orientacao. A soma conexa de My e M,
denotada por M, M, é obtida da soma disjunta (M;—i(0))+(Ma—i2(0)) por identificagao
de iy (tu) com is((1—t)u), para cada vetor unitariou € S" ' ecada 0 < ¢t < 1. A orientagio

para MM, deve ser escolhida de forma compativel com a orientacao de M; e de Ms.

Caracteristica de Euler. Para um C'W complexo finito X, a caracteristica de Fuler
X(X) é definida como sendo a soma alternada ) (—1)"c,, onde ¢, é o nimero de n-
células de X, generalizando a féormula familiar vértices — arestas + faces para complexos
2-dimensionais. A seguir, veremos que x(X) pode ser definida apenas em termos de

homologia. Em particular, x(X) ndo depende da escolha da estrutura de CW sobre X.

Teorema 1.1.14. |24, Teorema 2.44, p.146] x(X) = Z(—l)"ranan(X).

n

Aqui, rank corresponde ao posto de H,(X) como um grupo abeliano finitamente gerado.

1.1.1 Colagem de Espagos

Dados X, Y espacos topologicos e A C X fechado tais que XNY =0e f: A— Y uma
fungao continua, veremos como construir um novo espaco topolégico denotado por X U;Y

e chamado o espago obtido por colagem dos espacos X e Y via a aplicacao f: A — Y.
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Definigao 1.1.15. A unido livre ou soma topologica de dois espagos topologicos (X, 7),

(Y,7') tal que X NY ={ ¢é o conjunto XUY munido da topologia
- {U CXUY:UNXereUNY eT’}
Observagoes 1.1.16. 1) O espago topologico (XUY, Txuy) sera denotado por X + Y.

2) XNX =XecreXNY =0€c7 = X € 7yyy (X éabertoem X+Y). Analogamente,
Y é aberto em X + Y. Ou seja, X e Y sao abertos disjuntos em X + Y.

3) Todo aberto na topologia de X (resp. de Y') é aberto na topologia de X + Y.

Definicao 1.1.17. Sejam X e Y espagos topolégicos e A C X fechado. Seja f: A —Y
uma aplicacao continua. Denotamos por X Uy Y o espago quociente de X + Y pela
relacao de equivaléncia ~ definida da seguinte forma: para u,v € X +Y, temos u ~ v se,

e somente se, pelo menos uma das seguintes condicoes é satisfeita:

1. u=w;
2. u,v e Ae f(u) = f(v);

B.ueAev=f(u)ev.

O espago X Uy Y é chamado de espago colagem de X a Y via a aplicagao f, e a aplicacao

f é chamada de aplica¢ao colagem.

Observagao 1.1.18. X Uy Y ¢é munido da topologia quociente coinduzida pela projecao
natural p: X+Y — XU;Y, ouseja, U C XU;Y éaberto < p~'(U) ¢ aberto em X +Y.

1.2 Ferramentas da Topologia Diferencial

Nesta se¢ao, veremos resultados envolvendo variedades e aplicagoes suaves (de classe

).

1.2.1 Fibrados e Fibracgoes

Definicao 1.2.1. Sejam M e N variedades suaves, com 0M nao-vazio. Uma aplicacao
f: M — N & uma submersao suave se as restrigoes f : M\ OM — N e f:0M — N

forem ambas submersoes.
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Definigao 1.2.2. Um fibrado suave localmente trivial é uma quadrupla (F, p, B, F’), onde
E, B, F' sao variedades suaves, B é conexo e p : ' — B é uma submersao suave sobrejetiva,
satisfazendo as seguintes condicoes: para cada y € B existe uma vizinhanca V,, de y em B
e um difeomorfismo h : p~1(V,) = V, x F tal que p = m o h, ou seja, o diagrama abaixo

é comutativo:

Aqui, m; : V, x ' — V,, é a projecao na primeira coordenada.

A variedade E é chamada de espaco fibrado ou espaco total. B é chamado de espaco
base, ou simplesmente base. A variedade F' € a fibra e a aplicagao p é chamada de aplicacdo

fibrada ou projecao.

Quando podemos escolher V,, = B, dizemos que o fibrado ¢ trivial e desta forma, £ é
difeomorfo a B x F.

Segue da defini¢ao acima que para cada y € B, a variedade p~!(y) ¢ difeomorfa a F' ¢

¢ chamada de fibra sobre o ponto y de B.

A definigao a seguir pode ser encontrada em [13, Capitulo 3].

Definigao 1.2.3. (Fibra equivalente) Duas aplicagoes fibradas suaves (resp. topologicas)
p: E — Bep : E — B sao ditas serem fibras equivalentes difeomorfas (resp. fibras
equivalentes homotopicas) se existe um difeomorfismo (resp. aplicagdo continua) h : F —
E’ tal que:

(i) p'oh=p;

(ii) paratodob € B, hinduz uma aplicagao hy, : p~*(b) — p'~1(b) que é um difeomorfismo
(resp. uma equivaléncia de homotopia).

Sejam & = (E,p, B, F) um fibrado e f : B' — B uma aplicacdo continua. O fibrado
induzido de £ por f, o qual denotamos por f*(§), tem como espago base B’ e seu espaco

total é definido como sendo o subespacgo
f(E)={(b ,x) € B x E: f(b) = p(x)}.
A aplicacao fibrada é dada pela projecao

P f(E)— B, p'(b',x) =0,
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enquanto a aplicacao

[ f(E)=E
leva a fibra de f*(E) sobre cada ponto b € B’ isomorficamente na fibra de E sobre f(b').
O fibrado induzido de & por f, f*(&) = (f*(E),p’, B', F) também é chamado o pullback
de £ por f. Em resumo, temos o seguinte diagrama comutativo.

(B L

FE
p’l ll’
' B

—_

f

(1.2.1)

Além disso, o pullback de um fibrado trivial ¢ um fibrado trivial (vide [25]).

Os fibrados vetoriais formam uma classe especial de fibrados cujas fibras sao espacos
vetoriais. De forma mais precisa, um fibrado vetorial real de posto n é um fibrado £ =
(E,p, B,R") tal que para cada b € B, p~!(b) possui uma estrutura de R-espago vetorial

n-dimensional e para uma trivializagao local qualquer (U,, ¢,) de &, as restrigoes
Lalp—1(b) :p7H(b) = {b} x R"

sao isomorfismos de espacos vetoriais, para cada b € U,.

A quédrupla (T'M,m, M,R™) é um fibrado suave localmente trivial conhecido como
fibrado tangente da variedade suave m-dimensional M e além disso é um exemplo de
fibrado vetorial de posto n cujo espaco total é a uniao disjunta dos espacos tangentes em

todos os pontos de M, isto é,

™ = [[ .M = | ({p} x T,M),
peEM pEM
onde T, M ¢é o espaco tangente a M no ponto p. A projecao do fibrado tangente, 7 : TM —

M, envia cada vetor v em T, M para o ponto p no qual ele é tangente, isto é, w(p,v) = p.

Defini¢ao 1.2.4. Dizemos que M é paralelizavel quando a quadrupla (T'M, 7w, M,R") é

um fibrado suave trivial.

Considere Z uma subvariedade n-dimensional da variedade Riemanniana m-dimensional
M. O espaco normal a Z em um ponto p € Z, denotado por N,Z, é o subespago de T, M
consistindo de todos os vetores v que sao ortogonais a 1,Z. O fibrado normal de Z em
M ¢ definido como sendo o fibrado vetorial de posto (m — n) cujo espago total é a unido

disjunta dos espagos normais em todos os pontos de Z:

NZ:=][NZ:={(pv):p€ZveT,MevlT,Z}.

peEZ
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Defini¢ao 1.2.5. Dado um fibrado suave localmente trivial (X, p, B, F'), uma se¢ao do

fibrado é uma aplicagao suave f : B — X tal que po f(b) = b para todo b € B.

Decorre da definicao que uma secao de um fibrado é uma aplicacao injetiva.

Definicao 1.2.6. Seja M uma variedade suave. Um campo de vetores v em M é uma
aplicacao suave v : M — T'M tal que m o v é a aplicacao identidade, onde 7© : TTM — M

¢ a projecao natural.

Observagoes 1.2.7. (1) De acordo com a definigdo 1.2.5, um campo de vetores suave

tangente a variedade M é uma sec¢ao suave da quadrupla (7'M, m, M, R").

(2) Se M C R™, entao dizemos que um campo de vetores é tangente & M quando a

aplicacdo suave v : M — R" é tal que para todo x € M, v(z) € T, M.

Um k-referencial sobre uma variedade suave n-dimensional M, 1 < k < n, é uma
k-upla v = (v1,vs, ..., v;) de segoes linearmente independentes do fibrado tangente de M,
ou seja, ¢ uma k-upla em que cada v;, 1 <7 < k, é um campo de vetores tangentes a M

e o conjunto formado pelos k vetores v;(z) é linearmente independente para cada x € M.

Agora considere o conjunto de todos os k-referenciais ortonormais em R”, isto é, k-
uplas de vetores ortonormais. Tal conjunto é chamado variedade de Stiefel e sera denotado
por Vi(R"™). Esta variedade pode ser pensada como o conjunto de matrizes n X k, es-
crevendo um k-referencial como uma matriz de k vetores-colunas em R". A condicao de
ortonormalidade é expressa por ATA = I, onde AT denota a matriz transposta de A e
I denota a matriz identidade k x k. Como casos especiais, temos V,,(R™) = O(n) (grupo
ortogonal) e V;(R") = S™~1.

A seguir, veremos a definicao de um fibrado associado ao fibrado tangente de uma

variedade.

Definicao 1.2.8. Seja m : TTM — M a projecao do fibrado tangente da variedade n-
dimensional M. Para cada y € M, podemos considerar a variedade de Stiefel Vi (T,,M),
que consiste de todas as k-uplas (vq,vs, ..., vx) de vetores linearmente independentes do
espago tangente T, M. O fibrado cujas fibras sao as variedades de Stiefel Vj,(T,M), y € M,
cujo espaco total, denotado por Vi (TM), é a unido destas fibras e que é associado ao
fibrado tangente é chamado fibrado de Stiefel. A aplicagao p : Vi(T'M) — M ¢é a projegao

que associa a cada k-referencial (vy,vs,...,vy) € Vi(T,M) o ponto y € M.

Observagoes 1.2.9. (1) Note que a fibra do fibrado de Stiefel é, na verdade, Vj(R"). De

fato, observe que, para cada y € M temos que T,,M ¢é isomorfo a R".
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(2) No caso particular de M = S3, temos que 7 : T'S® — 5% ¢ um fibrado trivial.
Fixando a sua trivializagao, podemos considerar a projecao do fibrado de Stiefel

p: V3(T'S?) — S3, cuja fibra, neste caso, corresponde ao grupo ortogonal O(3).

(3) Quando um fibrado tangente é trivial, o mesmo ocorre com o fibrado de Stiefel

associado.

O resultado a seguir é uma condicao suficiente para uma aplicagao entre duas varieda-
des ser a proje¢ao de um fibrado suave localmente trivial e seré enunciado para variedades
com bordo uma vez que a situagao mais geral neste trabalho é a utilizacao de variedades

desta natureza. O enunciado para variedades sem bordo pode ser encontrado em [44].

Teorema 1.2.10. (Teorema de Ehresmann) Sejam M, N wvariedades suaves com N co-
nexa, M com bordo (o qual pode ser vazio) e f: M — N uma submersio suave, sobreje-
tora e propria. Entio a quddrupla (M, f, N, f~(y)) € um fibrado suave localmente trivial,

onde y € N é um ponto fixo.

A seguir, temos uma relagao entre fibragao e teoria de homotopia (ver [24, p.376]).

Teorema 1.2.11. Seja (F,p, B, F) um fibrado suave. Entao existe a sequinte sequéncia

(longa) exata

oo = T (F) = mp(E) = m(B) = w1 (F) — -+ = m(B) — mo(F) = mo(E) — 0.

O resultado a seguir relaciona fibracao e teoria de homologia/cohomologia. Ele pode

ser encontrado, por exemplo, em [48, p.456].

Proposigao 1.2.12. (Sequéncias de Wang) Seja p : E — S™, n > 1, uma fibragao com

fibra F'. Existem sequéncias exatas:

o> H(F)—> Hy(E) - Hj—n(F) > H1(F) > H1(E) > Hypp i (F) — -+
o+ — HYE) — HI(F) — H™™"Y(F) - H"YFE) — H"Y(F) — HI™""2(F) — ... .

Observagao 1.2.13 (Importante). Sabendo que todo fibrado cujo espago base é uma
variedade é chamado uma fibracdo, a qual é uma fungao continua que tem a propriedade
do levantamento de homotopia com relagao a qualquer espago topologico X, muitas vezes
vamos nos referir a projecao p : E — B simplesmente por fibracao suave. Além disso, se a
fibra F' for conhecida, chamaremos a quadrupla (E,p, B, F') de F-fibragdo. Vale lembrar
que nosso objetivo principal é fazer o estudo da fibragao de Milnor. No entanto, advertimos
o leitor que, no Capitulo 4, trabalharemos com uma classe especial de fibrado cujos espagos
nao sao variedades, mas que serd chamado fibracao localmente trivial. O motivo se deve

ao fato de utilizarmos alguns resultados de Cerf-Palais. Neste caso, de acordo com [11,
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p.114], se E' e B sao dois espagos topologicos e p : E — B é uma aplicagao continua, p ¢
chamada uma fibracao localmente trivial se para todo xy € B existe uma vizinhanca U de
zo tal que p~1(U) é homeomorfa & U x p~!(zy) de maneira compativel com as projegoes
de U; além disso a fibra de um ponto depende, em geral, da componente conexa desse

ponto, podendo tal fibra ser vazia, ou seja, p nao é necessariamente sobrejetora.

Desta forma, considerando os espacos de funcoes de classe C*°, cuja fonte é uma variedade
V' com “corners” e cuja meta é uma variedade W (sem bordo), supondo que a fonte V' é
compacta e munindo os espacos de fungoes com a topologia C'*° de Whitney, denotaremos

por Emb(V, W) o espago dos mergulhos de classe C*° da variedade V' na variedade W.

Nas condicoes acima e supondo M uma subvariedade fechada de V', o Teorema da Fibragao
de Cerf afirma que a aplicagdo canoénica Emb(V, W) — Emb(M,W) é uma fibracao

localmente trivial.

1.2.2 O grau de Brouwer

A referéncia para esta subsecao ¢ [40)].

Considere M e N variedades suaves, orientadas, sem bordo e n-dimensionais, N co-

nexa.

Definicao 1.2.14. Suponha que f : M — N é uma aplicagdo suave e assuma que M
¢ compacta. Seja y um valor regular de f. Se det(df,) > 0 (resp. det(df,) < 0), entdo
considere o sinal do determinante de df, igual a 1 (resp. —1), o qual denotaremos por
sign df,. Definimos:

deg(f,y) = > sign df..

z€f~1(y)

Note que, sendo M compacta, f : M — N é uma aplicagao propria entre variedades

de mesma dimensao, portanto f~!(y) é um conjunto finito de pontos.

O inteiro deg(f,y) nao depende da escolha do valor regular' y e ser4 chamado o grau
de Brouwer de f, denotado por deg f. Geometricamente, o grau da aplicagao representa
quantas vezes M se “envolve” em N mediante a aplicagao f. O sinal (sign) do grau indica

se essa acao de “envolver” é realizada preservando a orientacao ou invertendo-a.
Teorema 1.2.15. Se f e g sao suavemente homotdpicas, entao deg f = degg.

Teorema 1.2.16. Se M = 0W, onde W € uma variedade suave compacta orientada, e
f:M — N se estende a uma aplicagio suave F': W — N, entao deg f = 0.

1'Uma prova desta afirmacio pode ser encontrada em [40], pagina 99.
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1.2.3 Transversalidade

Apresentamos a seguir um conceito que descreve como espagos podem se intersectar.

Definigao 1.2.17. Sejam f : M — N aplicacao suave e Z C N subvariedade. Dizemos
que f é transversal & Z, e denotamos f M Z, se Vx € f~1(Z) temos

dfx(TxM) + Tf(x)Z = Tf(m)N.

Teorema 1.2.18. (Teorema de Transversalidade) Sejam f : M — N aplicagao suave e
Z C N subvariedade. Se f th Z, entao f~Y(Z) € vazio ou uma subvariedade de M. Além

disso, se f~HZ) # 0, sua codimensio em M € igual & codimensio de Z em N.

Sejam M variedade, N C M e Z C M subvariedades de M.

Defini¢ao 1.2.19. (1) Dizemos que N é transversala Z emx € NNZse T,N+T,Z =
T, M. Usamos a notacdo N M, Z.

(2) Se N é transversal a Z em todo x € N N Z, dizemos que N & transversal a Z e
denotamos N M Z.

Observagoes 1.2.20. (1) Nt Z < iy th Z, onde iy : N — M ¢ a aplicagao inclusao.
(2) Se N h Z, entdo NNZ & subvariedade de M e codim (NNZ) = codim (NN)+codim (Z).

(3) Se f: M — N ¢é uma aplicacao suave ¢ Z = {p} C N ¢ um ponto, entdo f M Z < p

é valor regular de f.

1.2.4 h-cobordismo e aplicacoes

Com excec¢ao do Teorema de h-cobordismo que serd enunciado apenas para fazer sen-
tido a apresentacao de algumas aplicagoes observadas por Milnor, vamos expor aqui so-

mente os resultados que serao utilizados neste trabalho.

Uma terna (W; Vg, Vi) é uma triade de variedades suaves se W é uma n-variedade
suave compacta e seu bordo, W, é a uniao disjunta de duas subvariedades fechadas Vj e
Vi.

Dadas duas variedades fechadas M, e M; e uma triade de variedades suaves (W; Vp, V1),
dizemos que a 5-upla (W; Vg, V1; ho, hy) € um cobordismo de My a My, onde h; : V; — M;,
i =0, 1, sao difeomorfismos. Se além disso, My e M; sao retratos por deformacao de W,

dizemos que a 5-upla é um h-cobordismo e que My e My sao h-cobordantes.
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Teorema 1.2.21. (Teorema do h-Cobordismo — |37, p.107]) Suponha W uma n-variedade

compacta e (W; Vo, Vi) uma triade de variedades suaves com as sequintes propriedades:

(1) W,Vy e Vi sao simplesmente conexas;
(2) H (W, Vo) =0;

(3) dimW =n > 6.
Entao W € difeomorfa a Vi x [0,1].

Apesar do resultado a seguir ser uma consequéncia do teorema acima, ele serd enun-

ciado como teorema devido & sua importancia.

Teorema 1.2.22. Duas n-variedades suaves, fechadas e simplesmente conexas comn = 5

que sao h-cobordantes sao difeomorfas.

Como aplicagoes, vejamos os resultados a seguir, os quais podem ser encontrados em
[37, pp. 108-109].

Proposigao 1.2.23. (Caracterizacao do n-disco suave D", n > 6) Suponha W™ uma
n-variedade suave, compacta, simplesmente conexa, n > 6, com um bordo simplesmente

conexo. Entao as sequintes quatro afirmacoes sao equivalentes.
(1) W™ € difeomorfo a D".

(2) W™ é homeomorfo a D™.

(3) W™ é contratil.

(4) W™ tem a homologia (integral) de um ponto.

Proposigao 1.2.24. (Conjectura de Poincaré Generalizada) Se M™ n > 5, é uma va-

riedade suave fechada que tem o tipo de homotopia da S™, entao M™ €é homeomorfa @

S

O resultado acima é devido a Stephen Smale que generalizou (ver [45]) para dimensao
maior que ou igual a cinco, a Conjectura de Poincaré enunciada em 1904 para dimensao

trés, a qual foi provada positivamente por Grigori Perelman em 2003.

Observagoes 1.2.25. (1) Nas condigbes da Proposi¢ao 1.2.24, temos que M™ é difeomorfa

4 S" se

e n =1 oun =2, pela classificagao de variedades nessas dimensoes;
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e n = 3, pela solucao da Conjectura de Poincaré;

e n=>50oun=6 (ver [37, p.109]).

(2) Existem variedades suaves de dimensao 7 que sdo homeomorfas & S7 mas nao sdo

difeomorfas a S7. Tais variedades sdo chamadas esferas exdticas.
Os resultados a seguir podem ser encontrados em [29].

Lema 1.2.26. Se M € uma esfera de homotopia, entao M{(—M) borda uma variedade

contrdtil.

Lema 1.2.27. Uma variedade simplesmente conexa M ¢é h-cobordante a esfera S™ se, e

somente se, M borda uma variedade contrdtil.

1.3 Foéormulas do tipo Poincaré-Hopf

Definicao 1.3.1. Seja z um zero isolado de um campo de vetores V' em uma variedade
M de dimensao n. V pode ser visto, em coordenadas locais, como uma aplicacao de um
pequeno conjunto aberto U C R” para um conjunto aberto U' C R” onde 0 e U e 0 € U’
e tal que 0 é o tnico zero de V em U. Definimos o indice de Poincaré-Hopf de V em z, e

denotamos, por:

V
deg, (V) = degm Srt o gntl

onde S”"! é uma pequena esfera contida em U.

Neste caso, deg, (V') ¢ também conhecido como o grau topologico de V.

E possivel checar que a Definicdo 1.3.1 ndo depende das coordenadas locais (veja, por

exemplo, [38]).

Teorema 1.3.2. (Teorema de Poincaré-Hopf) Seja M uma variedade suave compacta,
com OM = (. Seja v um campo de vetores tangente e suave em M com um nimero finito

de zeros z1,...,zx. Entdao temos:
k
X(M) = Y deg, (v).
i=1

Vale ressaltar que a Caracteristica de Euler pode ser vista como uma obstrucao para
construir um campo de vetores suave tangente a variedade e sem singularidades. Ou seja:
se X(M) # 0, todo campo de vetores continuo e tangente & variedade M admite pelo

menos um ponto singular.
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Para g : (R",0) — (R, 0), um germe de fungao analitica real com singularidade isolada,
a caracteristica de Fuler da fibra aparece como um dos invariantes fundamentais, como
estabelece a famosa formula de Khimshiashvili [30] que relaciona este invariante com o

indice de Poincaré-Hopf na origem do campo gradiente da fungao:
X(g_l(é) N B.) =1 —sign(—§)"degy(Vg), (1.3.1)

onde 0 < |§] € e € 1, Vg é o gradiente de g e deg,(Vg) é o grau topoldgico de Vg.
De forma mais geral, para f = (fi,...,f,) : (R",0) — (R",0), 2 < p < n, um

germe de aplicagao analitica real com singularidade isolada na origem, denotando a fibra
de Milnor por My (ver detalhes na Secao 2.1), os autores, em [4], usaram técnicas da
teoria de Morse para variedades com bordo para encontrar a seguinte generalizacao da
formula de Khimshiashvili, dada em (1.3.1). Tal generalizacao mostra a relagao entre a

caracteristica de Fuler de uma fibra genérica e o grau topologico das fungoes coordenadas.

Proposicao 1.3.3. Seja f : (R",0) — (RP,0), n > p > 2, um germe de aplica¢io

polinomial com uma singularidade isolada na origem, e considere

f(@) = (fi(@), fal2), .., f(2),

um representante arbitrdrio do germe. Denote por degy(V fi(z)), i = 1,2,...,p, o grau

Vi
IV fill

topoldgico da aplicacao & : Sg_l — S?_l, para € > 0 suficientemente pequeno.

(i) Sen € par, entao x(My) =1 —deg,V fi. Além disso, temos

degyV f1 = degyV fo = - - = deg,V f,.
(ii) Sen € impar, entao x(My) = 1. Além disso, temos deg)V f; =0,i=1,2,...,p.

Observamos que a Proposicao 1.3.3 generaliza de forma natural a féormula de Khimshi-

ashvili quando p =1 e a formula (2.2.4) (pagina 34) provada por Milnor.

1.4 Grupos de Lie

Nesta secao faremos um breve estudo dos grupos de Lie: defini¢oes, exemplos, algumas
propriedades e resultados basicos, os quais serao apresentados sem demonstracao. Para

maiores detalhes confira [32, Capitulo 7).

Um grupo de Lie é uma variedade suave G (sem bordo) que é também um grupo no

sentido algébrico, com a propriedade que a aplicagao multiplicacao m : G x G — G dada
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1 sdo suaves.

por m(g,h) = gh e a aplicagdo inversao i : G — G dada por i(g) = g~
Em particular, um grupo de Lie ¢ um grupo topologico (um espago topologico com uma

estrutura de grupo tal que as aplicagoes multiplica¢ao e inversao sao continuas).

O elemento identidade de um grupo de Lie arbitrario sera denotado por e, exceto em
alguns exemplos, como o grupo de matrizes (neste caso o elemento identidade é denotado

por I,) e o R™ (denotamos o elemento identidade por 0).

Se G é um grupo de Lie, qualquer elemento g € G define aplicacoes
L, G = G R,: G = G
h +— gh h +— hg’
chamadas translagao a esquerda e translacao a direita, respectivamente. Essas aplicacoes,

na verdade, sao difeomorfismos de G.

Vejamos a seguir alguns exemplos de grupos de Lie.

1. O grupo linear geral GL(n,R) é o conjunto de nxn matrizes invertiveis com entradas
reais. Ele é um grupo sob multiplicagao de matrizes, e ¢ uma subvariedade aberta
do espago vetorial M(n,R) (espago das matrizes n x n com entradas reais). A
multiplicacao é suave porque as entradas de uma matriz produto AB sao polindémios

nas entradas de A e B. A inversao é suave pela regra de Cramer.

2. Considere GL™(n,R) o subconjunto de GL(n,R) consistindo de matrizes com deter-
minante positivo. Como det(AB) = (det A)(det B) e det(A™!) = 1/det A, ele ¢ um
subgrupo de GL(n,R); e como ele é a pré-imagem de (0, 00) pela fungao determi-
nante continua, ele é um subconjunto aberto de GL(n,R) e portanto uma variedade
n?-dimensional. As operagoes de grupo sao as restri¢oes daquelas de GL(n,R),

entdo elas sdo suaves. Assim, GL"(n,R) é um grupo de Lie.

3. Suponha G um grupo de Lie arbitrario e H C G um subgrupo aberto (um subgrupo
que é também um conjunto aberto). Pelo mesmo argumento do item 2., H é um

grupo de Lie com a estrutura de grupo e a estrutura de variedade suave herdadas
de G.

4. O espago Euclidiano R” com a adig¢ao vetorial ordinaria como a operacao de grupo

¢ um grupo de Lie abeliano nao-compacto de dimensao n.

Se G e H sao grupos de Lie, um homomorfismo de grupo de Lie de G em H é uma
aplicacao suave F' : G — H que é também um homomorfismo de grupo. Se ele é também
um difeomorfismo (isto é, se ele tem uma inversa que também é um homomorfismo de
grupo de Lie), ele é chamado um isomorfismo de grupo de Lie e G e H sao ditos grupos

de Lie isomorfos.
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Teorema 1.4.1. [32, Teorema 7.5 Todo homomorfismo de grupo de Lie tem posto cons-
tante.

Um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G é um subgrupo de G munido com uma

topologia e estrutura suave que o torna um grupo de Lie e uma subvariedade imersa de

G.

Proposigao 1.4.2. |32, Proposigao 7.11| Seja G um grupo de Lie, e suponha que H C G

€ um subgrupo de Lie. Entao H € fechado em G se, e so se, ele € mergulhado.

Ezemplo 1.4.3 (Subgrupos de Lie).

1. (O grupo ortogonal). Dizemos que uma matriz A real n x n é ortogonal quando,
considerada como uma aplicacao linear A : R™ — R", ela preserva o produto escalar
Euclidiano: (Az) - (Ay) = z -y para todo x,y € R". Dizer que A ¢ ortogonal

equivale a afirmar que AT A = I,,, onde AT representa a transposta de A.

O grupo ortogonal de grau m é o conjunto O(n) consistindo de todas as matrizes
n

ortogonais n X n e é um subgrupo de Lie de GL(n,R) de dimensao §(n —1). Ele é

compacto porque é fechado e limitado em M (n,R) = R™. Além disso, é um grupo

desconexo, pois possui duas componentes conexas:
OT(R") ={X € O(n);det X >0} e O (R") ={X € O(n);det X < 0}.

A componente conexa OF(R") é, na verdade, um subgrupo de mesma dimensao que
O(n), consistindo de matrizes ortogonais de determinantes iguais a 1. Ele é chamado

grupo ortogonal especial e denotado por SO(n) (para n = 3, é o grupo de rotagao

SO(3)).

2. O conjunto SL(n,R) consistindo de matrizes de determinante 1 é um subgrupo de
Lie fechado e conexo do grupo GL(n,R), tem dimensao n? — 1 e ¢ chamado grupo

linear especial.

Agora veremos agoes de grupo de Lie sobre outras variedades.

Se G & um grupo (com elemento identidade e) e M é um conjunto, uma a¢dao @ esquerda

de G em M & uma aplicacdo G x M — M definida por (g,p) — g - p, que satisfaz
91-(92-p) = (9192)-p  paratodos g1, € Gepe M;
e-p = p para todo p € M.

Uma agao a direita de G em M é uma aplicagao M x G — M definida por (p, g) — p-g,

satisfazendo
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(P-g1)- 92 = p-(g192) paratodos gi,9, € Gepe€ M;
p-e = p para todo p € M.

Se M é um espago topologico e G é um grupo topolédgico, dizemos que uma acao de
G em M éuma ac¢ao continua se as aplicagoes descritas acima sao continuas. Neste caso,
M é chamado um G-espago (a4 direita ou a esquerda). Se, além disso, M é uma variedade
suave (com ou sem bordo), G é um grupo de Lie e as aplicagdes acima sao suaves, a agao

é chamada ac¢ao suave.

Vejamos alguns exemplos de agoes de grupo de Lie.

1. Se G é qualquer grupo de Lie e M é qualquer variedade suave, a acao trivial de G

em M é definida por ¢g-p = p para todo g € G e p € M.

2. Todo grupo de Lie age suavemente sobre ele mesmo tanto pela translagao a direita

(similarmente & esquerda), quanto pela conjugacao: g-h = ghg™'.

3. A ac¢ao natural de GL(n,R) sobre R™ é a agao a esquerda dada pela multiplicagao

de matrizes: (A, z) — Az, considerando € R"™ como uma matriz coluna.

Suponha G um grupo de Lie e M e N variedades suaves munidas com G-agoes suaves
a direita e a esquerda. Uma aplicacao F' : M — N ¢ dita equivariante com respeito as

G-acoes dadas se para cada g € G,

F(g-p) = ¢g-F(p) (para agoes a esquerda),
F(p-g) = F(p)-g (para agbes a direita).

A proposicao a seguir é bastante 1til e sera utilizada adiante para a obtencao de novos

resultados. A prova pode ser encontrada em [9, p.225].

Proposigao 1.4.4. |9, Proposicao 7.5] Seja G um grupo de Lie compacto e conezxo. Entdo
WQ(G) = 0.
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Fibrados suaves

Este capitulo esta dividido da seguinte forma: na primeira se¢ao, enunciamos os teo-
remas da existéncia da fibragao de Milnor para germes de aplicacoes analiticas reais com
singularidade nao necessariamente isolada, e que concordam com os teoremas apresen-
tados por Milnor em [39]. O teorema que garante a existéncia da fibragdo no “tubo de
Milnor” utiliza as condigoes (a) e (b) de Milnor, introduzidas por D. Massey em [35].
Um outro teorema apresentado em [2| pelos autores R. Araijo dos Santos, Y. Chen e M.

Tibar, garante a existéncia da fibracao no complementar do link na esfera, com projecao

f
dada por —.
171]

A segunda secao apresenta resultados sobre a topologia da fibra e do link, trilhando

alguns avancos desde os estudos feitos por Milnor até o momento.

Na secao 2.3, apresentamos os questionamentos feitos por Milnor e as respectivas

respostas encontradas na literatura.
Alguns resultados sobre nos, links e NS-pares sao apresentados na se¢ao 2.4.

Por fim, veremos a definicao de linking number e de espaco de configuragao, bem como

uma relacao entre eles. Tal resultado seré utilizado no Capitulo 4.

2.1 A fibracao de Milnor: abordagem moderna

Parte dos resultados apresentados nesta secao foram baseados na Secao 2 do pré-print

“Fibrations structure and degree formulae for Milnor fibers” ([17]).

Considere f = (f1,...,f,) : (R",0) = (RP,0) uma aplicacdo analitica com 2 < p <
n—1,V = f710) e X o conjunto dos pontos onde os gradientes V fi,V fa,..., V[, sdo
linearmente dependentes, ou seja, o conjunto dos pontos criticos de f. Suponha que f
nao é constante em uma vizinhanga da origem. Seja r a func¢ao quadrado da distancia
a origem e denote por M(f) o conjunto dos pontos onde os gradientes Vr,Vfi,...,Vf,

sao linearmente dependentes, ou seja, o conjunto dos pontos criticos do par (f, ).
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Note que, por defini¢do, Xy C M(f).

Definicao 2.1.1. ([35]) Considerando f e r como acima e denotando a bola fechada em

R"™ centrada na origem com raio € por B, dizemos que:

i) a aplicacao f satisfaz a condigao (a) de Milnor na origem (ou que 0 € R? é um valor
critico isolado de f) se ¥y C V em uma vizinhanca da origem. Neste caso, se ¢ > 0
é tal que B N (3;\ V) = 0, entao dizemos que ¢ é um (a) raio de Milnor para f na

origem.

ii) a aplicacao f satisfaz a condigao (b) de Milnor na origem se 0 ¢ isolado em (ou nao
pertence a) V(M (f) \ V). Neste caso, se e > 0 & tal que BPNVN(M(f)\ V) C {0},

dizemos que ¢ é um (b) raio de Milnor para f na origem.

iii) € > 0 é um raio de Milnor para f na origem se f satisfaz as condigdes (a) e (b) de
Milnor e € é simultaneamente um (a) raio de Milnor e um (b) raio de Milnor para f

na origem 0.

Observe que a aplicacao f satisfaz a condigao (b) de Milnor na origem se, e so se, para
cada € > 0 suficientemente pequeno, existe 6 > 0, 0 < § < ¢ tal que a aplicagao restricao
fio8etn f‘l(ég \ {0}) — l-g)’f’; \ {0} é uma submersao suave (e sobrejetora, caso o link
de f71(0) seja nao-vazio).

Satisfeitas as condigoes (a) e (b) de Milnor, podemos concluir que as fibras, de todos

os valores regulares proximos da origem, situadas em B sao suaves e transversais a esfera

n—1
SnL,

Teorema 2.1.2. (|35, Teorema 4.3|) Suponha que f = (fi,...,f,) : (R",0) — (RP,0)
satisfaz as condigoes (a) e (b) de Milnor, e seja ¢g > 0 um raio de Milnor para f na

origem. Entao, para cada €, com 0 < e < &g, existe §, 0 < § K ¢, tal que

fi= B0 THBENA{0}) = By {0} (2.1.1)

€ uma fibracao suave localmente trivial.

Ideia da prova. Sendo €y um raio de Milnor para f na origem, temos, uma vez que a
condicdo (a) de Milnor ¢ satisfeita, que Xy N Bl C V N Bl . Mas, isso significa que a
aplicacao

fie BEn f7H(BE\A0}) — By \ {0}

¢ uma submersao suave sobrejetora na bola aberta B”.
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Como foi discutido acima, a condi¢ao (b) de Milnor satisfeita nos diz que para cada
0 <e<eg, existe §, 0 < § < ¢, tal que

Ji= ST FTHBENA0}) — By \ {0}

é uma submerséao suave em S”! (bordo da bola fechada B”).

Desta forma, para cada e, podemos escolher ¢§ tal que
fi BEa fHBENA0}) = By \ {0}

¢ uma submersao suave, sobrejetora e proépria, e consequentemente, pelo Teorema de

Ehresmann (Teorema 1.2.10), uma fibragao suave localmente trivial. O

Uma consequéncia imediata do Teorema 2.1.2 ¢ a existéncia da chamada “ Fibragao de

Milnor no tubo”, como segue. Veja também a Figura 2.1.

Corolario 2.1.3. Suponha que f = (f1,...,f,) : (R",0) = (RP,0) satisfaz as condigdes
(a) e (b) de Milnor, e seja ey > 0 um raio de Milnor para f na origem. Entdo, para cada

g, com 0 < e < gg, eriste §, 0 < 0 K ¢, tal que
fieBrO Sy — st (2.1.2)

€ uma fibragao suave localmente trivial.

AX N\ B0

/
5 ,1..'— 1

%

Vo=/710)

Figura 2.1: Fibracao no tubo de Milnor

Agora, seja i : (C"™1,0) — (C,0) um germe de funcao holomorfa. Podemos considerar

) como um germe de aplicacdo de R?"*2 em R2. E natural fazer a seguinte pergunta:
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Y satisfaz as condigoes (a) e (b) de Milnor na origem?

Antes de apresentarmos a resposta, vejamos a seguinte definicao.

Defini¢ao 2.1.4. (Desigualdade de Lojasiewicz) Seja f : U — C fun¢ao holomorfa, com
0e U cC"! f(0)=0. Dizemos que f satisfaz a desigualdade de Lojasiewicz na origem
se existem uma vizinhanca W de 0 contida em U, 0 < 6 < 1 e ¢ > 0, tal que para todo
z € W temos:

IVFR) = el f(2)]

A resposta da questdao acima é sim, pois as condigoes (a) e (b) de Milnor podem
ser vistas como uma aplicagao da desigualdade de Yojasiewicz, a qual é satisfeita por
toda func¢do holomorfa definida numa vizinhanga da origem (ver, por exemplo, [33]). Da
desigualdade, segue a condigao (a) de Milnor. Como a desigualdade de Lojasiewicz implica
a condigao a; de Thom para uma (a) estratificacdo de Whitney de V' (ver detalhes em
[22, p. 323]), segue a condigao (b) de Milnor.

A existéncia da fibragao (na esfera) no caso complexo foi mostrada por Milnor em [39,
§4]. Mais precisamente, dado um representante de um germe de fungao holomorfa 1) :
U c C"™! — C com 9(0) = 0, Milnor mostrou que existe um niimero real suficientemente

pequeno €y > 0 tal que para todo 0 < e < €,

HZ_H  S2IN\ {op = 0} — S° (2.1.3)

é uma projecao suave de um fibrado localmente trivial.

Alguns anos mais tarde, Lé D. Trang mostrou que a fibragao
Y BNy (S)) = S

¢ fibra equivalente & projegao dada em (2.1.3). Para mais detalhes, o leitor pode consultar
[13, Capitulo 3, §1].

Proposigao 2.1.5. Seja f: (R™,0) — (R?,0) um germe de aplicagao analitica com uma
singularidade isolada na origem, representado por f = (fi,..., f,). Entdo f satisfaz as

condicoes (a) e (b) de Milnor.

Demonstragao. A condi¢ao (a) de Milnor é trivialmente satisfeita. Como V' = f71(0) é

transversal a todas as pequenas esferas, segue a condigao (b) de Milnor. O

Uma prova do resultado a seguir é de facil verificagdo e pode ser feita como uma

aplicacao direta das técnicas do Milnor.
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Lema 2.1.6. Considere f como na Proposi¢ao 2.1.5. Para qualquer € > 0 suficientemente

pequeno e qualquer p com 0< p <Eg, existe C > 0 tal que a composig:&o
n n — h .
(B2 \IntB") N f~(B?) % (K x I) x B! % BY

€ a restrigao de f, onde h é um homeomorfismo, K = S*' N f~10), I =[0,1] ew € a

projecao.

Um teorema da fibragao (no tubo) no caso real, foi provado por Milnor em |39, §11]. Ele
considerou uma aplica¢ao polinomial real f : R" — R? tal que f(0) =0,comn >p > 2, e
assumiu que numa pequena vizinhancga U de 0 € R™, o conjunto singular consistia somente

da origem.

Mais precisamente, a existéncia da fibragao de Milnor no caso real foi apresentada por

Milnor da seguinte forma:

Teorema 2.1.7. ([39, Teorema 11.2]) O complemento de uma vizinhanga tubular aberta
do link K. = f~1(0)NS" ! em S™! ¢ 0 espago total de um fibrado suave sobre a esfera
SP=1 cada fibra Fy sendo wma variedade suave, compacta, (n — p)-dimensional, com
0Ff = K..

Quando Milnor demonstrou o teorema acima, inicialmente ele provou a existéncia da
fibragao no “tubo de Milnor”, depois construiu um campo de vetores conveniente em B\ V
e usou seu fluxo para “inflar” o tubo para a esfera S”~!, mantendo o bordo do tubo fixado.
A existéncia da fibragao no complementar do link na esfera S”~! nao foi detalhada por
Milnor, mas ele advertiu o leitor que com o processo de inflar o tubo, nao seria possivel
garantir que a projecao do fibrado suave localmente trivial fosse dada por ﬁ

No caso mais geral de singularidade nao-isolada, os autores Aratjo dos Santos e M.
Tibar, em [6], forneceram uma caracteriza¢ao de uma fibra¢ao com projegao dada por ﬁ
Com as mesmas notagoes utilizadas no inicio desta segao e sendo K. = f~1(0)NS™!, eles

provaram que para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno e assumindo que ¥y NV C {0},

Y A

il

¢ uma fibragao suave localmente trivial se, e s6 se, ¢ uma submersao suave.

A fim de enunciarmos um teorema sobre a existéncia da fibracao na esfera para singula-
ridade nao-isolada, provado por Aratijo dos Santos, Chen e Tibar em [2], vamos apresentar

uma definicao considerada por eles no mesmo artigo.

Definigao 2.1.8. (|2]) Dizemos que o par (K, #) é uma estrutura open book superior com

“binding” singular em uma variedade analitica M de dimensao m —1>p>2se K C M
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¢ uma subvariedade real singular de codimensao p e 6 : M\ K — S ~! & uma fibracao
suave localmente trivial tal que K admite uma vizinhanca N de modo que a restricao
Oy ¢ & composicao N \ K  pr \ {0} — SP', onde h & uma fibracdo localmente
trivial. A subvariedade singular K é chamada “binding” e as (os fechos das) fibras de 6

sao chamadas paginas da open book.

Esta definicao estende a definicao de NS-par que seré apresentada na Segao 2.4.

O conjunto dos pontos criticos do par (ﬁ,r) , onde (HTfH’T> cU\V — SP xR
er(r) =2+ -+ 22 ¢ a funcdo quadrado da distancia a origem, sera denotado por
Teorema 2.1.9. (|2, Teorema 1.3]) Seja f : (R",0) — (RP,0) um germe de aplicagio

analitica real, n > p > 2, tal que codimV = p. Suponha que
(M(f)\V)nV ={0}. (2.1.4)

Se o germe de M (II_;:H> na origem € vazio para todo € > 0 suficientemente pequeno, entio

(K., ﬁ) ¢ uma estrutura open book superior mas esferas S™' com “binding” singular.

Em particular,

S g\ KL g (2.1.5)

mal

€ a projecao de uma fibragao suave localmente trivial.

Demonstracao. Podemos assumir que K. é nao-vazio. De fato, no caso em que ele é

vazio, a condicdo (2.1.4) é sempre satisfeita e pela hipotese M (L) = 0, temos que

K
f

m : S7~t — §P71 ¢ uma submersdo prépria e sobrejetora, pois SP~! é conexa. Logo, o

resultado segue do Teorema de Ehresmann (Teorema 1.2.10).

S

No caso em que K. é nao-vazio, a projecao m : SPU\ K, — SP! ndo é propria

e desta forma, nao podemos aplicar o Teorema 1.2.10 diretamente. Porém, a condi¢ao

(2.1.4) é suficiente para implicar que a restrigao
fiz sttt By {o)) = B\ {0}

é, para todo 0 < 1 < ¢, uma submersao suave, propria e sobrejetora e, portanto, uma
fibracao suave localmente trivial pelo Teorema 1.2.10. Assim, para todo 0 < § < 7, temos
que a aplicagao

fieseTtn fAUBENA{0}) — BE\ {0} (2.1.6)

também é uma fibracao suave localmente trivial.
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Compondo a fibragao (2.1.6) com a projegao radial 7y : BE\ {0} — SP~1, m(y) = ﬁ,
obtemos que

g (B {0}) - 57! (2.1.7)

1/l

é uma fibragao localmente trivial.

Utilizando a fibracao f): S27'N ffl(Sg_l) — Sf;_l e escalonando a meta para a esfera

unitaria, obtemos que a aplicacao

S St sty — st (2.1.8)

1/l

¢ também uma fibragao localmente trivial.

Por outro lado, a hipétese que M (ﬁ) = () significa que a aplicacao

S S\ fY(BE) — o (2.1.9)

il

é uma submersao suave propria, e consequentemente sobrejetora, por (2.1.8).

Colando as aplicagdes (2.1.7) e (2.1.9) ao longo do bordo comum S?~*Nf~1(S?™"), usando
a aplicagao (2.1.8), obtemos o resultado desejado (ver Figura 2.2). ]

Observagao 2.1.10. Em [2], foi provado o analogo do Teorema da fibracao de Milnor na
esfera quando dim>; > 0.

Além disso, um germe de fungao holomorfa v : (C"*1 0) — (C,0) satisfaz diretamente as
hipoteses do Teorema 2.1.9. A hipotese (2.1.4) é satisfeita porque ela é a condigao (b) de
Milnor e esta discussao ja foi feita nesta secao. A segunda hipotese é satisfeita porque a

proje¢ao —— é submersao para todo £ > 0 suficientemente pequeno, conforme [39, Lema

[ml
4.3).
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Figura 2.2: As fibracgoes (2.1.7) e (2.1.9) e a fibragdo de Milnor no complementar do link

na esfera
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2.2 A topologia da fibra e do link

Nesta secao, no caso complexo, denotaremos o link K. por K, pois é bem conhecido

que seu tipo topolégico nao muda, Ve > 0 suficientemente pequeno.

Ainda no caso complexo, continuando com o estudo da fibracao suave localmente
trivial ﬁ : 82\ K — S e usando ferramentas da teoria de Morse, Milnor provou em
[39] que Fy = (%)_1((2”) é uma variedade suave paralelizavel de dimensao real 2n e que
tem o tipo de homotopia de um C'W-complexo finito de dimensdo (no méaximo) n. Além

disso, o espago topologico K é (n — 2)-conexo.

Milnor também mostrou em [39, §5] que se o nimero complexo ¢ # 0 esta suficien-
temente proximo de zero, entao a hipersuperficie complexa 1~!(c) intersecta o e-disco

aberto em uma variedade suave que é difeomorfa a fibra Fy (ver Figura 2.3).

Figura 2.3: Figura do livro do Milnor, pagina 54

Agora, especializando para uma funcao holomorfa ¢ : U C C*"™' — C com ¢(0) = 0
e com ponto singular isolado na origem, Milnor forneceu mais detalhes sobre a topologia

da fibra. Os resultados em [39, §6] sao mostrados nos dois lemas a seguir.

Lema 2.2.1. Para € suficientemente pequeno, o fecho Fy da fibra Fy em S**! ¢ uma

variedade 2n-dimensional com bordo, cujo interior € Fy e cujo bordo € o link K.

A linha da demonstragao abaixo é analoga a apresentada em [39, pp.55-56].

Demonstracao. Note que os pontos criticos de Q/J‘ g2n+1 820 aqueles pontos z € S2ntl para

os quais o vetor (ndo-nulo) Vi é um multiplo complexo de z.
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Afirmagao: g, : S — C ndo possui pontos criticos em K para e suficientemente

pequeno.

Prova. Considere os conjuntos algébricos V. = ¢~1(0), W = {z € C"™!; Viy(z) =
Az, A € C} e o conjunto U = {z € C"*!; ||2]|> > 0} = C""'\ {0}. Note que UNV NW ¢é
um conjunto semi-algébrico. Usaremos o Lema de Selegao da Curva (ver [39, Lema 3.1|):
Suponha que Ve > 0 suficientemente pequeno, existe ponto critico z de 9. em V. Assim,
0 € UNV NW e portanto, existe um caminho p : [0,£'] — C"*! com p(0) = 0 e p(t) €
UNnVnNW parat > 0.

Desta forma,

o) =0 = 0 = W)= (L), vope)
= (1), w(0)) = ML (6),p(0) 2.2.1)
Sendo A # 0 para t > 0, temos da equacio (2.2.1) que 0 = (%(t), p(t)) e consequente-
- 0=2- Re(L (1) p(1)) = (o)

Logo p(t) é constante, e sendo p(0) = 0, temos que p(t) = 0. Mas isso é uma contradigao
pois p(t) € U para t > 0. Isso conclui a prova da afirmagao.

Agora, seja z° € K. Como 2°

nao é ponto critico de 1| gzn+1, eXistem, pela forma local das
£
submersoes, coordenadas locais (reais) uy, . .., U, 11 para S2"™! em uma vizinhanga U de

2% de modo que 1(2) = u1(2) + iug(2) para todo z € U.

Vamos considerar a fibra Fj = (H;i_ﬂ) (1) ={z € S\ K; ¥(2) = ||¢(2)]|}. Note que
z € FoNU < ui(z) > 0ewuy(z) =0. Por outro lado, z € KNU < uy(2) =0 e us(z) = 0.

Assim, Fy intersecta U no conjunto u; = 0, uy = 0.

Logo Fy, N U & uma variedade suave 2n-dimensional com interior Fy N U e bordo K N U.

Como todo ponto de K admite uma tal vizinhanca U, segue o resultado para a fibra Fj.

Para as outras fibras Fy, faz-se uma discussao similar. O

A variedade compacta com bordo, Fy, esta mergulhada em S?**! de tal modo que
tem o mesmo tipo de homotopia de seu complemento S?"+1\ Fy. De fato, a aplicacio
S2nH\ (K U Fy) — S\ {e} ainda ¢ um fibrado localmente trivial por ser a restrigao
do fibrado S?"*1\ K — S'. Como S!\ {e?} & contratil, o primeiro fibrado ¢ trivial e
portanto, S?**+1\ F, & difeomorfo a (St \ {€?}) x Fy, sendo Fy qualquer fibra diferente

de Fy. Assim Fy é retrato por deformacio de S. \ Fy e temos

S\Fy~Fy~Fy~ Fy, (2.2.2)
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na qual a dltima relacao segue do Lema 2.2.1 e do fato que uma variedade com bordo tem

o mesmo tipo de homotopia do seu interior.

Por (2.2.2) e pela dualidade de Alexander, temos os seguintes isomorfismos entre os

grupos de homologia e cohomologia reduzidas
H;(Fy) = Hy(S> 1\ Fy) = H>(Fp). (2.2.3)

Conforme [39, Teorema 5.1], a fibra Fy tem o tipo de homotopia de um CW-complexo de
dimensao n. Desta forma, a relagao (2.2.3) é isomorfa a zero para 2n — i > n, i.e., para
i < n. Assim, a fibra Fy tem a homologia de um ponto em dimensao menor que n e este

resultado pode ser melhorado como segue.

Lema 2.2.2. A fibra Fy € (n — 1)-coneza.

Ideia da prova. Pela discussao acima é suficiente provar que Fy é simplesmente conexa

para n > 2, pois o resultado seguird do Teorema de Whitehead (ver Teorema 1.1.9).

Para provar que Fy é simplesmente conexa, usamos a funcdo de Morse hy : Fy — R_,
em que hy = —Sg, sg(z) = |(2)] e R_ é o conjunto dos niimeros reais nao-positivos, e a
técnica da adjuncdo de “handles” de indice de Morse < n para obter Iy a partir de um
disco D?", ganhando que 71(S?"*!\ Fy) é trivial para n > 2. O resultado segue do fato

de S?"*1\ Fy e Fy serem conexos por caminho e da relagio (2.2.2). O

Alguns anos mais tarde, Kato e Matsumoto estenderam o resultado anterior como

segue:

Teorema 2.2.3. (|28, Teorema 1|) Seja g € V = ¢~1(0) um ponto singular de uma
fungao holomorfa ¢ : U C C*"!' — C. Suponha que a dimensdao complexa do germe do
conjunto singular ¥ em xo, dimc g2, € igual a s. Entao a fibra de Milnor F' de ¢ em

xo € pelo menos (n — s — 1)-coneza.

Milnor também provou que a fibra Fj tem o tipo de homotopia de um buqué S™ V
S™V -V .S de esferas. Assim,

7, se q =0,
H(Fp;Z) =Hy(S"V---VSMZL) =S ZF=7& - - DL, se q=n,
0, se ¢ #0,n,

onde g (conhecido como o nimero de Milnor) é o ntimero de esferas no buqué. Além

disso, em [39, §7 e Apéndice B|, ele mostrou que esse ntimero apenas é zero se a origem é
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um ponto regular de 1. Mais especificamente p = deg,(V(2)), onde o segundo membro
da igualdade representa o grau topologico da aplicagao

v¢ . 52n+1

. e
VY|

para todo € > 0 suficientemente pequeno, e

W:(aw o a@z)).

8217 822’ Y 82n+1

Com isso, temos que a caracteristica de Euler da fibra de Milnor é dada por
X(Fp) =1+ (—1)"degy(Vi(2)). (2.2.4)

Vimos na Segao 1.3 que os autores R. Aratjo dos Santos, N. Dutertre e D. Dreibelbis
forneceram expressoes similares a (2.2.4) para a fibra de Milnor real. Além disso, em
[17, Segao 2.3|, os autores mostram que dada uma funcdo holomorfa com singularidade
isolada, a formula de Milnor (2.2.4) segue da Proposi¢ao 1.3.3, item (1).

Embora no caso complexo a fibragao de Milnor e os varios resultados sobre a topologia
da fibra de Milnor sejam bem entendidos, como acabamos de ver, o mesmo nao pode ser
dito no caso real. Por exemplo, no que se refere a existéncia da fibracao de Milnor real

para singularidades nao isoladas, apenas recentemente foram obtidos alguns resultados.

Para singularidades isoladas, como ja mencionamos na Introdugao, Milnor mostrou
em [39] que para n < 2(p — 1), a fibra é sempre contratil. Além disso, decorre da prova
de [39, Lema 11.4, p. 100] o seguinte resultado.

Lema 2.2.4. Seja f : (R",0) — (RP,0), 2 < p < n, um germe de aplicagio polinomial
com uma singularidade isolada na origem. Se o link K. é nao-vazio, entao a fibra de

Milnor associada, Fy, € (p — 2)-coneza.

Demonstracao. Sabemos que dimK, = n — p — 1. Considere uma decomposicao celular
Uy ¢, do link K., onde C) é uma unido disjunta finita de células de dimensdo [, e
N(K.) sua vizinhanca tubular. Como N (K.) = D? x K. = U"P"'(D? x C}), segue que
a esfera S”~! pode ser obtida do subespago S~ \ IntN(K.) através da adjungao de um
niamero finito de células de dimensao > p, uma (p + [)-célula para cada Il-célula de K..
Portanto essa adjuncao nao altera os grupos de homotopia em dimensao menor ou igual
ap—2, logo
(ST IntN(K.)) 2 mSP ' =0 parai < p— 2.

Como a fibragao S"' \ IntN(K.) — SP~! tem uma segio

SPL 5 9(SP\ IntN(KL)) € S\ IntN(K,),
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temos a sequéncia exata curta
0— mFy — m(SP'\ IntN(K.)) — mSP~! — 0.

Sendo 7;(S2~\ IntN(K.)) = 0 para i < p — 2, temos que a fibra Fy é também (p — 2)-

conexa. O

Observagdo 2.2.5. E importante notar que o caso do par (n,p) = (4,3) demonstra que a
hipétese do link ser nao-vazio no Lema 2.2.4 nao pode ser removida. De fato, considerando
o link vazio, temos que, neste caso, a fibracao associada ¢ a fibracao de Hopf S! < S% —

5?2, cuja fibra nao é simplesmente conexa.

Em [18], os autores Aratijo dos Santos, Dutertre, Chen e Andrade provaram o resultado

a seguir, que apresenta a relagao entre a fibra da fibragao no tubo e a fibra da fibragao

na esfera com projegdo —— quando as condi¢oes (a) e (b) de Milnor sdo satisfeitas.

171
Proposigao 2.2.6. (|18, Proposigao 5.2|) A fibra da fibracao (2.1.2) é equivalente homo-

topica a fibra da fibragao (2.1.5).

2.3 Sobre os questionamentos de Milnor

Nesta segao, expomos os problemas colocados por Milnor em [39, §11] e apresentamos

as respectivas respostas que conseguimos encontrar na literatura.

Seja f : (R™,0) — (RP,0), n > p > 2, um germe de aplica¢do polinomial com uma
singularidade isolada na origem e considere 7 : (RP,0) — (RP~1 0), p > 3, o germe da
projecao candnica. Claramente, o germe da aplicagdo composi¢do g = mwo f : (R, 0) —

(RP~10) também tem singularidade isolada na origem e assim, temos duas fibragoes:
fofNsyYnBr— S
e
g g (S5 NBE = S5

Em [39, p. 100] Milnor conjecturou o seguinte.

Conjectura 2.3.1. A fibra da fibracao associada com essa nova aplicacao é homeomorfa

ao produto da fibra antiga com o intervalo unitario.

Em [16] os autores R. Araujo dos Santos e N. Dutertre obtiveram resultados que valem

em um contexto mais geral, o qual inclui o caso de singularidades nao-isoladas. Contudo,
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no caso especial de uma singularidade isolada, o resultado enunciado a seguir fornece uma

resposta positiva a conjectura acima.

Teorema 2.3.2 ([16]). Seja f : (R™,0) — (RP,0), n > p > 2, um germe de aplicagio
polinomial satisfazendo as condigdes (a) e (b) de Milnor na origem e considere G = o f :
(R™,0) — (Rr=1,0). Entdo, a fibra de Milnor* Fg de G é homeomorfa a Fy x [0,1]. Em

particular, Fg e Fy tém o mesmo tipo de homotopia.

Este teorema sera muito importante para a obten¢ao de novos resultados no Capitulo 5.

Como apontado por Milnor em [39, p. 100], considerar um germe de aplicagao poli-
nomial f : (R",0) — (RP,0) com singularidade isolada na origem como hipdtese para o
Teorema 2.1.7 é tao forte que é dificil encontrar exemplos. Assim, ele colocou a seguinte

questao.

Problema 2.3.3. Para quais dimensoes n > p > 2 existem exemplos nao-triviais?

Na verdade, Milnor nao especificou o que significa uma “aplicacao trivial”, mas em um
certo sentido ele propds chamar uma aplicacao polinomial com singularidade isolada de
“trivial” quando a fibra F; da fibragao obtida no Teorema 2.1.7 for difeomorfa ao disco
fechado (n — p)-dimensional. Por exemplo, em vista do Lema 2.2.4, dado um germe de
aplicagao polinomial f : (R*,0) — (R3,0) com singularidade isolada e com link nao vazio,
temos que a aplicacao é trivial. De fato, sendo a fibra uma variedade 1-dimensional com

bordo e 1-conexa, ela tem que ser difeomorfa ao intervalo [—1, 1].

Com esta definigdo, Church e Lamotke em [12, pp.149-150]|, responderam a questao
acima da seguinte forma.
Teorema 2.3.4. (Versao atualizada apos G. Perelman) (a) Para 0 < n—p < 2, exemplos
nao-triviais ocorrem precisamente para as dimensoes (n,p) € {(2,2), (4,3),(4,2)}.
(b) Para n —p > 4, exemplos nao-triviais ocorrem para todo (n,p).

(¢) Paran—p = 3, ezemplos nao-triviais ocorrem para (5,2), (8,5) e possivelmente (6, 3).

Além disso, em [12, p.151], os autores encontraram os pares de dimensoes (n,p) para
os quais 0 ¢ um ponto isolado em f~*(0), i.e., localmente f~'(0) = {0}. Isto equivale ao

link K. = f~1(0) N S™~! ser vazio. Eles provaram o seguinte.

Lema 2.3.5. (|12, Lema 1, p.151]) Se 0 € um ponto isolado de f~1(0), entdo n = p, ou
(n,p) € {(4,3),(8,5),(16,9)}. Se n = p, a singularidade € trivial exceto para p = 2. Os

outros casos nunca Sao triviais.

1Se p = 2, entao a fibra de Milnor de G é, por definicdo, a pré-imagem de um valor regular suficiente-

mente proximo da origem dentro de uma pequena bola fechada centrada na origem de R™.
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Ideia da prova. Para n — p > 1, aplique o fato que toda fibra conexa de um fibrado
S"™ — B, com B conexo e B # ponto, é equivalente homotoépica a 1-, 3- ou T-esfera
(ver [10]). O resultado segue ao aplicar a sequéncia de Wang (Proposicao 1.2.12). Para
n = p, basta usar o fato que o fibrado é um recobrimento. No caso p = 2, a aplicagao
f(z) = 2% k > 1 é nao-trivial. No caso p > 3, todos os exemplos sdo triviais pois cada
fibra consiste de um tnico ponto pelo fato de sua cardinalidade ser igual & cardinalidade

do grupo fundamental do espago base. O

Na demonstra¢ao do Teorema 2.3.4, feita pelos autores, o caso (6,3) foi omitido.

Ideia da prova do Teorema 2.3.4 conforme [12]. (a) Supondo 0 < n—p < 2 e K # 0,
temos que a fibra (n—p)-dimensional é (p—2)-conexa (de acordo com o Lema 2.2.4) e pela
classificagao de variedades nessas dimensées (ver [38] e [36]), concluimos que os exemplos
sdo sempre triviais, exceto para o par (4,2), pois existem polindmios complexos em duas
variaveis que fornecem exemplos nao-triviais, como por exemplo f(z,w) = 2% + w3, cuja
fibra é um toro com um disco aberto removido. Para K =0 e 0 < n —p < 2, o resultado
segue do Lema 2.3.5, ou seja, é possivel encontrar exemplos nao-triviais nos pares de
dimensoes (2,2) e (4, 3).

(b) A partir de uma variedade (n — p)-dimensional contratil, com bordo nao simplesmente
conexo, prova-se a existéncia de um NS-par (S"7!, K" P7!) com K nao simplesmente

conexo e o resultado segue ao aplicarmos o Teorema 2.4.4.

(c) Caso o link seja ndo-vazio e n—p = 3 com p > 3, temos, pelo Lema 2.2.4, que a fibra é
simplesmente conexa e além disso, ¢ contratil se p > 4. Pelo Lema 3.0.7, para p > 4, a fibra
¢é difeomorfa a um disco, logo os exemplos sao triviais. Dado um exemplo nao-trivial no
par (4,2), ele fornece um exemplo nao-trivial no par (5,2) usando o Spinning?, conforme
observagao feita por Looijenga em [34]. Caso o link seja vazio, pelo Lema 2.3.5, existe
exemplo nao-trivial no par (8,5). Nao temos como garantir a existéncia de exemplos nao-
triviais no par (6,3) por ndo termos mais informagoes sobre a topologia da fibra. Mas
se o bordo da fibra nao for uma 2-esfera de homologia, entao a fibra nao é contratil e

consequentemente nao é difeomorfa ao disco. ]

Observe que, como a Conjectura de Poincaré para variedade de dimensao 3 foi provada
positivamente, tem-se que a aplicacao f, com n — p = 3, pode ser nao-trivial apenas se
(n,p) € {(6,3),(8,5),(5,2)}. Portanto, o Problema 2.3.3 esté aberto unicamente para o

par de dimensoes (6, 3).

2Construcio que sera apresentada na proxima secio.
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Ainda em [12], encontramos uma caracterizagdo alternativa (ver a Proposigao 2.3.8
a seguir) de germe de aplicagoes triviais usando o conjunto de bifurcacdo B; de um
germe de aplicacao f, isto é, o conjunto no qual o germe de aplicacao nao é localmente
topologicamente equivalente a uma projecao. Decorre da definicao e do Teorema da

Funcao Inversa que se x ¢ X entdo x ¢ By, portanto By C Xy.

Antes de enunciarmos e provarmos tal resultado, vamos relembrar algumas definigoes.

Definicao 2.3.6. Dizemos que uma aplicacao g : X — Y em = € X é localmente topo-
logicamente equivalente a uma aplicagdao ¢’ : X’ — Y’ em 2/ € X' se existem vizinhancas
abertas U de z, U’ de 2/, V de g(z), e V' de ¢'(2') e homeomorfismos a : U — U’ com
a(r)=a"eB:V = V' tais que Bo gy =g oa

Defini¢ao 2.3.7. (|31]) Uma aplicagdo completamente regular p de um espago métrico
(E, ), onde £ é uma métrica em F, sobre um espago métrico conexo (B, d) é uma aplicacao
tal que para cada b € B e p > 0, existe um 0 = §(b, ) > 0 tal que se b’ € B com
d(b,b') < 4, entao existe um homeomorfismo & : p~1(b) — p~ (V') tal que {(z, h(z)) < p
para cada x € p~1(b).

Além disso, o autor S. Kim mostrou, em [31], que no caso de B ser contratil e a
fibra ser uma variedade compacta (possivelmente com bordo), a aplicagdo completamente

regular p : E — B é um fibrado trivial.

Proposigao 2.3.8. (|12]) Para n —p # 4,5, f € trivial se, e somente se, 0 ¢ By.

Demonstra¢ao. =] Suponha que a fibra F (fibra da fibracao (2.1.1), pagina 24) ¢é difeo-
morfa & bola B"P.
Pelo resultado de Kim citado anteriormente e pela definicao de By, ¢ suficiente provar
que a aplicagao

BN f~Y(B?) — BY (2.3.1)
é completamente regular, para ¢ e § satisfazendo o Teorema 2.1.2 (ver também a Propo-
si¢ao 2.1.5).
Mostraremos que a condi¢ao de regularidade completa se estende para o fibrado (2.3.1).
Pelo Teorema 2.1.2, a projecao f| : Bl N f’l(ég’ \ {0}) — 1035’7 \ {0} é completamente
regular. Dado p > 0, escolha 0 < p < min(u/2,¢), e ¢ > 0 satisfazendo o Lema 2.1.6 para

€ e p, de modo que
By 0 fH(BE\A{0}) — BE\ {0}

é um fibrado. Ainda pelo Lema 2.1.6, existe um homeomorfismo

(B \ IntB2) N f~ () & (B2 \ IntBr) N f(0)
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para cada y € BZ\{0}, satisfazendo 3(S;~'Nf~'(y)) = S;~'Nf~1(0), ouseja, B(OF) = K.
Para ( suficientemente pequeno, temos que d(z, B()) < p para todo x em (BL'\ IntB}) N
/7 Y(y). Lembre que, por hipétese, dentro da bola B}, afibra I é difeomorfa a B"~7, logo
K ~ OF ~ S™ P! Por outro lado, ainda dentro da bola B7, temos que a fibra f~(0)
¢ o cone sobre K (ver |39, Proposicao 2.10]), e consequentemente, ¢ homeomorfa & bola

B"7P. Dessa forma, podemos estender [ para um homeomorfismo
B0 fHy) = BINfH0)

satisfazendo (B N f~'(y)) = By N f~1(0). Como o diametro da bola B} é menor que p
(por escolha), temos que d(z,y(z)) < p para todo = € B} N f~'(y) e assim, obtemos o

resultado desejado, o qual segue para todo n — p.

<] Suponha que a aplica¢do f na origem seja localmente topologicamente equivalente
a aplicacao projecao p : R® — RP na origem. Entao, por defini¢ao, considerando ¢ e
§ satisfazendo o Teorema 2.1.2, existem uma vizinhanca 0 € U C B N f~1(BY}) e um

homeomorfismo U = B"P x Bg , para algum ¢ com 0 < £ < 9, tais que a composigao
U= B"?x BY & BY (2.3.2)

é a restricao de f, onde 7w é a projecao. Agora, considerando 0 < ( < £ e p > 0 como no
Lema 2.1.6 de modo que B} C U, temos, para y € B \ {0}

Binfy)cUnf(y)cBnfy).

Analisando esta composi¢ao, vemos que, por (2.3.2), a fibra f~!(y) na vizinhanga U ¢
homeomorfa a bola B™"P. Além disso, os termos nas extermidades sao homeomorfos a
fibra F. Pelo Lema 2.1.6, (B? \ IntB}') N f~'(y) ¢ homeomorfo a K x I, o que implica
que cada inclusao By N f~'(y) < BZ N f~'(y) é uma equivaléncia de homotopia. Assim,
m(B* N f~1(y)) & m(B"P) = 0 para todo i e consequentemente, F' (que ¢ homeomorfa
a B"N f~(y)) é contratil.

Como moa : U ~ B" P x B{ — B{ coincide com fj, : U — By, temos ) NU ~

B" P x {0}. Portanto, f~1(0) é uma variedade topolégica (n — p)-dimensional na origem.

Além disso, consideramos a sequéncia
n -1 -1 n -1
Bynf(0)—{0} cunf(0)—{0} c BZnf(0) - {0}.

A composicao inclusao é uma equivaléncia de homotopia pelo Lema 2.1.6. Além disso,
considerando U’ ~ B" P x Bé" apropriadamente dentro de U, temos que a composicao

inclusao

U'n f7(0) = {0} c By n f7H(0) = {0} U N fH(0) - {0}
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é também uma equivaléncia de homotopia. Combinando essas duas, vemos que a inclusao
n —1 —1
By f7(0) —{0} cUNf7(0) — {0}

induz isomorfismos nos grupos de homotopia em todas as dimensoes, e assim, é uma
equivaléncia de homotopia. Como o tltimo espaco é equivalente homotépico a S" P! e
o primeiro espago é equivalente homotépico a K, temos que K é uma (n — p — 1)-esfera

de homotopia.

Se n — p < 3, entao, pela classificacao das variedades nessas dimensoes, temos que F
é difeomorfa & B™"P. Pela Proposicao 1.2.23, obtemos a mesma conclusao para o caso

n —p = 6. Portanto f é trivial para n — p # 4, 5. O]

Em [47], usamos a Proposi¢ao 1.3.3 para mostrarmos uma caracteriza¢ao mais “mane-
javel” do Teorema 2.3.4 (de Church-Lamotke) quando a fibra de Milnor é 3-dimensional.

Esta caracterizacao sera apresentada e provada no Capitulo 3.

2.4 Nos, links e NS-pares

Um subconjunto K de um espagco X é um nd se K é homeomorfo & esfera S? e,
neste caso, a dimensao do no K é definida como sendo a dimensao da esfera SP. Mais
geralmente, K ¢ um link se ele ¢ homeomorfo & uniao disjunta SP* U---U SP de esferas.
Dessa forma, um né pode ser descrito como um link com uma componente. Dois nés ou

links K, K’ s@o equivalentes se existe um homeomorfismo h : X — X tal que h(K) = K.

Como trabalharemos com noés de dimensoes maiores que ou iguais a 1, muitas vezes

escreveremos n-nd para representarmos um né de dimensao n.

Definigao 2.4.1. Um n6 ou link L™ em S"™2 & fibrado se existe uma fibragao f : S"™2\
L™ — S, além disso, cada componente L; deve admitir uma vizinhanca difeomorfa a

. 5" x (D?\{0}) = S

n 2 o~ Qn P
S" x D?, com L; =~ S™ x 0, de tal forma que a restrigao f|snX(D2\{0})

seja dada por (z,y) — y/|y|.

Em 1925 Emil Artin criou dois métodos, em [7], para construir 2-n6s em R* a partir
de um no classico. Um dos métodos é conhecido por spinning, o qual usa um processo de
rotacao e tem desempenhado papéis importantes no estudo de superficies nodadas. Mais
tarde, em 1965, Zeeman generalizou a construgao de Artin com o método chamado twist

spinning (ver [51]). A seguir veremos um pouco destas duas construgoes.
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_/

Figura 2.4: Link com duas componentes: o no trefoil e o circulo

Spinning

Considere, em R*, os subconjuntos a seguir.
R3S = {(z1, %2, 23, 24)| 25 > 0, 24 = 0} e R* = {(z1,22,0,0)}

Pode-se rotacionar qualquer ponto z = (z1,x9,x3,0) de Ri em torno de R? de acordo

com a formula zg = (1, 22, £30080, T351N0).
Defina o spin, X, de um conjunto X C R? como sendo X = {zg; x € X,0< 6 < 2n}.

Para obter um né em R*, escolha um arco nodado a mergulhado no semi-espaco 3-
dimensional Ri com extremidades em R? (ver figura a seguir, a qual representa a mesma

ideia de [42, p.85]). Entdo & é um 2-n6 em R*, chamado um né spun.

R

2
/Ri
a R
@a

/
D

Trefoil knot

\

S
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Observagoes 2.4.2.  (a) O grupo do no @, m(R*\ &), ¢ isomorfo a 7 (R3 \ &) o qual, por

sua vez, ¢ isomorfo ao grupo do né associado® ao arco nodado «.

(b) O spun do no fibrado ¢ também um no6 fibrado (ver detalhes na Secao 5.1)

Twist spinning

Novamente comecamos com um né 1-dimensional e obtemos um n6 2-dimensional. A
diferenca é que este método usa, além da rotacao, um processo de “tor¢cao” enquanto o
no é rotacionado. Mais precisamente podemos colocar a parte nodada de @ em uma bola
3-dimensional e “torcer” ela k vezes (ou rotacionar k vezes em torno de seu eixo) enquanto
aplica o spinning em torno do R?. Um outro 2-n6 ¢ obtido em R* e ele ¢ chamado k-twist

spumn.

A figura a seguir representa apenas um half-twist.
=)
RS

A construcao de Looijenga

Inicialmente veremos uma definigdo dada por Looijenga em [34].

Definigao 2.4.3. Considere K = K" P~! uma subvariedade orientada (n — p — 1)-
dimensional da esfera orientada S™ ! com fibrado normal trivial, ou considere K = 0.
Suponha que para alguma trivializagdo ¢ : N(K) — K x DP de uma vizinhanga tubular
N(K) de K, o fibrado definido pela composig¢ao

N(K)\ K % K x (DP\ {0}) = SP 1,

com a ultima projecao dada por w(z,y) = y/|lyl|, se estende para um fibrado suave
S\ K — SP~1. Entao, o par (S" 1, K" P~1) é chamado um Neuwirth-Stallings par,

ou de forma abreviada, um NS-par.

Note que a definicao de NS-par estende a definicao de link fibrado para p > 2.

De acordo com o Teorema 2.1.7 e com a definigao acima, para todo ¢ > 0 suficiente-
mente pequeno, o par (S*1 f71(0)N.S?"!) é um NS-par. Neste caso, Looijenga o chamou

de NS-par associado a singularidade.

3Um né é associado a um arco nodado se ele é obtido da conexdo das extremidades do arco nodado
com um arco em RZ.
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Como mencionado anteriormente, em [6] os autores consideraram um germe de aplica-
¢ao analitica real f : (R”,0) — (RP,0) com conjunto singular satisfazendo ¥, NV C {0}
e mostraram que o par (S*™!, f71(0) N S™™1) ¢ um NS-par com projegao do fibrado dada
por f/|f]l : SP1\ K — SP~! onde K = f~1(0) N S?~! & uma variedade suave. Ela foi
chamada uma estrutura open book superior da esfera S"~!. Em |2, 3] foi mostrada uma
extensao de tais estruturas para esferas de raio suficientemente pequeno e raio suficien-
temente grande (no infinito), mas permitindo singularidade no “binding” K. Neste caso,

ela foi chamada uma estrutura open book singular da esfera.

Looijenga mostrou como usar a soma conexa de NS-pares para a construg¢ao de novos
NS-pares. A seguir daremos uma ideia dessa construcao. Para mais detalhes pode-se
consultar [34, p. 419].

Dada uma variedade orientada M, Looijenga denotou, por convencao, a mesma varie-
dade com a orientacao invertida por —M. Além disso, ele denotou por (—1)¥M a mesma
variedade M, significando que para k par, a orientacao é preservada e para k impar, a

orientacao ¢ invertida.

Dado um NS-par (S™, K"?~1) com fibra F, onde K = UY_, K, tome um ponto p em
uma determinada componente K; de K" P~! e considere uma pequena bola aberta cen-
trada em p em S™ de tal forma que sua intersecao com K; é um disco aberto prr-1 (ver a
proxima figura). Remova tal disco. Agora considere um NS-par ((—1)"718", (—=1)""P K" P~1)
com fibra (—1)""PF e faga o procedimento anilogo ao anterior. Assim, identificando os

bordos resultantes obtemos as variedades S™f(—1)""1S" e K" P~ 1f(—1)" P K" P71,

=1

ID.'.'—,I.'—]

Além disso, Looijenga mostrou que o par (S™#(—1)""15" K" P~ 1f(—1)"PK"P~1) ¢ um
NS-par com fibra difeomorfa ao interior de Fij(—1)""PF (onde “§” significa a soma conexa

ao longo do bordo) e o denotou por

(S, K" P (=) S (<1 PR,
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Decorre da construcao que, como K" P~ tem k componentes disjuntas, entao a variedade

K" P71 (—1)""PK" P~ tem exatamente 2k — 1 componentes conexas.

O teorema a seguir ¢ o principal resultado em [34]:

Teorema 2.4.4. Seja (S™, K" P~1) um NS-par com K # (. Entdo existe um germe de
aplicagao polinomial com singularidade isolada (R"™,0) — (RP0) cujo NS-par associ-

ado ¢ isomorfo a (S™, K){((—1)""'S8", (—=1)"PK).

2.5 Linking number e espaco de configuracao

Dadas variedades disjuntas, M, N C R**!  considere a aplicacio A : M x N — S*
definida por

_ (z—y)
Mow) = =y

Se M e N sao compactas, orientadas e sem bordo, com dimensao total m +n = k, entao
o grau de A é chamado o linking number 1k(M, N).
Também temos que lk(N, M) = (—1)m+D+DKk (M N).

Definigao 2.5.1. O espago de configuracao de k pontos na variedade suave M ¢é o espago

Fe(M) = {(z1, 22, ..., o) @i #Fxj, i £ j} CM X - X M.

k vezes

Para toda aplicagao f : S"~1 — Fy(R") associamos k mergulhos disjuntos f; : S"~! —
S"1 x B™ pela formula f;(x) = (z,f(x);), onde f(z); é a j-ésima componente da k-upla
f(z) € Fp(R™), e identificamos int(B™) com R™.

Lema 2.5.2. ([20], Lema 2.31) Eziste um isomorfismo m,_1(Fp(R")) — ZFE=D/2 gye
associa a classe da aplicagdo f: S"' — Fr(R") a matriz (—1)"-simétrica cujas entradas

da parte triangular superior sao dadas por

(Ik(f:(S™), f(S™ ™)) 1<icick-



Caracterizacao de aplicacoes triviais

com fibras de Milnor 3-dimensionais

Ao longo deste capitulo concentramos o estudo topologico sobre a fibracao no “tubo

de Milnor”, isto é, a fibracao
fio (S hYnBr — st (3.0.1)

O nosso objetivo, aqui, é usar ferramentas da Topologia Algébrica, Teoria de Singularida-
des e uma formula para a caracteristica de Euler da fibra de Milnor real (ver Proposigao
1.3.3), para estabelecer uma (nova) caracterizagao de germes de aplicagoes que sao triviais
no sentido proposto por Milnor. Ressaltamos que tais resultados foram considerados na
tese de doutorado de T. O. Souza (ver detalhes em [46]). Como vimos anteriormente,
segue do Teorema 2.3.4 que no caso n — p = 3, a aplicagao singular f pode ser nao-trivial
apenas se (n,p) € {(6,3),(8,5),(5,2)}. Estes casos sao cobertos pelo teorema abaixo,

COomo segue.

Teorema 3.0.3. ([47, Teorema 1.6]) Seja f : (R",0) — (RP,0), f(z) = (fi(x),..., fo(z))

um germe de aplicagao polinomial com singularidade isolada, e assuma n —p = 3.

(a) Se o par (n,p) = (6,3), entdo sdo equivalentes:
(i) f € trivial;
(i) dego(Vf1) =0;
(iii) O link K. é conezo.
(b) Se o par (n,p) = (8,5), entdo sio equivalentes:
(i) f € trivial;

(ii) degy(Vf1) =0;
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(iii) O link K. € nao-vazio.
(c) Se o par (n,p) = (5,2), entao sao equivalentes:
(i) f € trivial;

(i) m(Fy) =0, i.e. a fibra de Milnor Fy é simplesmente coneza.

Ressaltamos que em [4], se¢ao 4, os autores provaram algumas formulas com o objetivo
de descrever, de forma geométrica e topolodgica, a fibra de Milnor real e fornecer uma
caracterizacao de germe de aplicagao trivial para o par (4,2). Para isso, eles usaram uma
condigao analoga a do Teorema 3.0.3 (a), (vide [4, Corolario 4.5]). Eles provaram que um
germe de aplicacdo polinomial com singularidade isolada f = (f1, f2) : (R*,0) — (R?,0) &
trivial se, e s0 se, degy(V f1) = 0.

Para efeito de completitude, vamos estabelecer alguns resultados necessérios para re-
lembrarmos a prova do Teorema 3.0.3. O resultado a seguir é um fato bem conhecido

da Topologia Algébrica. A prova segue da propriedade aditiva da caracteristica de Euler
(veja também [50, Teorema 6.38, p.180]).

Teorema 3.0.4. Se M € uma n-variedade topologica compacta com bordo OM, entao a

caracteristica de Euler de OM € par. Mais precisamente,

2x(M), sen é impar,

xX(OM) = {

0, sen € par.
A seguir veremos um outro resultado para variedades com bordo, o qual é uma gene-
ralizacao do teorema da dualidade de Poincaré.

Teorema 3.0.5. (Dualidade de Poincaré-Lefschetz — [48, p.298|) Seja X uma n-variedade
compacta com bordo 0X e orientagio U. Para todo q existem isomorfismos (onde j :
X-0X = X)

Hy(X:Z) & Hy(X — 0X;Z) 5 H" (X, 0X;Z),

H,(X,0X;Z) 5 H" (X — 0X;Z) ¢~ H""9(X;Z).
Agora, vamos relembrar alguns resultados relativos a topologia de variedades compac-

tas 3-dimensionais, como segue.

Lema 3.0.6. Seja M uma variedade topoldgica 3-dimensional, compacta, conezxa e ori-
entdvel com bordo OM. Se H{(M;Z) = 0, entao OM € uma unido disjunta de 2-esferas.
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Demonstracao. Considere o seguinte pedaco da sequéncia exata longa em cohomologia
para o par (M,0M):

<o — HY(M;Z) — H (OM;Z) — H*(M,0M;Z) — - - - . (3.0.2)
Sendo M compacta e orientavel, pelo teorema da dualidade de Poincaré-Lefschetz temos
H*(M,0M;7) = H\(M;Z) = 0.

Por outro lado, H'(M;Z) = Hom(H,(M;Z),Z) = 0, portanto, de (3.0.2) segue que
H'(OM;Z) = 0 e usando a dualidade de Poincaré para a 2-variedade fechada orientével
oM,

0= H"(OM;Z) = H,(OM; 7).

Pela classificacao padrao de 2-variedades compactas, concluimos que M é uma uniao

disjunta de 2-esferas. O

Como uma consequéncia da Conjectura de Poincaré, temos o seguinte.

Lema 3.0.7. (a) Uma variedade topoldgica M, 3-dimensional, compacta, simplesmente
conexa, orientdvel, com bordo OM =~ S? é difeomorfa a um 3-disco. (b) Uma variedade
topologica M, 3-dimensional, compacta, simplesmente conexa, orientdvel, com homologia

de um ponto € difeomorfa a um 3-disco.

Demonstragdo. Para provar (a), considere N = M Uge: D?. Entao, N é uma 3-variedade
topologica fechada, simplesmente conexa e orientavel. Pela Conjectura de Poincaré, N é
difeomorfa a uma 3-esfera. Portanto, M é difeomorfa a um 3-disco.

Para a afirmagcao (b), como M é simplesmente conexa, do Lema 3.0.6, temos que OM
é uma uniao disjunta de 2-esferas. Portanto, se M tem a mesma homologia de um ponto,

segue que x(M) = 1. Consequentemente, pelo Teorema 3.0.4,
X(OM) = 2x(M) =2,

i.e., OM é uma 2-esfera e o resultado segue da afirmagao (a) . O

3.1 Prova do Teorema 3.0.3

Agora, vamos assumir que f: (R",0) — (R,0), n > p > 2, f(z) = (fi(z),..., fo(z))
é um germe de aplicacao polinomial com singularidade isolada na origem, satisfazendo
n —p = 3. Por simplicidade, dividimos a prova do Teorema 3.0.3 em trés partes. A

primeira refere-se ao par (6, 3).
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3.1.1 O caso (6,3)

Seja f : (R%0) — (R3,0) satisfazendo as condigoes anteriores. Do Lema 2.3.5 temos

que o link K., o qual é difeomorfo ao bordo da fibra de Milnor, dF}, é nao-vazio.

Prova do Teorema 3.0.3, item (a). Se f é trivial, entdo Fy é difeomorfa a um 3-disco.

Assim x(Ff) = 1. Uma vez que o item (i) da Proposigdo 1.3.3 garante que x(Fy) =
1 — degy(V f1), concluimos que deg,(V f1) = 0.

Por outro lado, sendo p = 3, a fibra de Milnor F} é simplesmente conexa. Assim, em
particular, Hy(F;Z) = 0. Segue do Lema 3.0.6 que 0F é uma unido disjunta de 2-esferas.
Portanto, se dego(V f1) =0, entdo x(Ff) =1e

X(Ke) = x(0Fy) = 2x(Fy) = 2.

Logo, o link K. ¢ difeomorfo a uma 2-esfera e pelo Lema 3.0.7, temos que F; deve ser

difeomorfa a um 3-disco.

A implicagao (i) = (éit) é trivial. Para a volta, se assumimos que o link K. é conexo,
entao ele deve ser difeomorfo a uma copia simples de uma 2-esfera e pelo Lema 3.0.7(a),

F; ¢é difeomorfa a um 3-disco. U

Observagao 3.1.1. A afirmagao (a)(iti) do Teorema 3.0.3 nao caracteriza, em geral, a
fibragao trivial. Por exemplo, no caso do par (4,2), se consideramos f(z,y) = 2 + 9>,
temos que o link é o (2, 3)-n6 toro que é conexo, mas a fibra Fy da fibragdo de Milnor nao

é difeomorfa ao 2-disco.

Proposigao 3.1.2. Dado um germe de aplicagdao polinomial f : (R 0) — (R3,0) com
uma singularidade isolada na origem, tem-se que a caracteristica de Fuler-Poincaré da

fibra, x(Fy), € precisamente o nimero de esferas sobre seu bordo OF.

Demonstracao. Uma vez que Fy ¢ uma variedade compacta 3-dimensional, simplesmente
conexa e com bordo dado por d copias disjuntas de 2-esferas, temos que cada esfera sobre

OF contribui com 2 para a sua caracteristica de Euler. Portanto,

Desta forma, a caracteristica de Euler da fibra F; é o ntmero de esferas sobre o seu
bordo. O

3.1.2 O caso (8,5)

Vamos considerar f : (R® 0) — (R 0) um germe de aplicagdo polinomial com singu-

laridade isolada na origem. Segue do Lema 2.3.5 que para o par (8,5) o link pode ser
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vazio.

Prova do Teorema 3.0.3, item (b). Por um argumento similar aquele usado na prova do

Teorema 3.0.3(a), segue que a condi¢ao degy(V f1) = 0 também caracteriza a trivialidade

de f neste caso.
A implicacao (i) = (iii) é 6bvia. Para a reciproca, sendo o link K, nado-vazio e p = b5,
a fibra de Milnor Fy é uma variedade 3-dimensional orientével, compacta com bordo e

3-conexa (logo, simplesmente conexa). Do Teorema de Hurewicz (Teorema 1.1.7), F deve

ter a homologia de um ponto, e assim, pelo Lema 3.0.7(b), F é difeomorfa a um 3-disco.

0

3.1.3 O caso (5,2)

Agora, vamos considerar f : (R° 0) — (R? 0) satisfazendo as condigoes anteriores.

Neste caso, temos apenas que a fibra de Milnor F; é conexa e o link K. é nao-vazio.

Prova do Teorema 3.0.3, item (c). A primeira implicagao é evidente. Para a implicac¢ao

inversa, se F; ¢ simplesmente conexa, segue do Lema 3.0.6 que 0F; = K. ¢ difeomorfo
a uma uniao disjunta de um nimero finito de 2-esferas. Por outro lado, como o espaco
de origem tem dimensdo impar, pela Proposicao 1.3.3(i¢), temos x(Fy) = 1 e assim, pelo
Teorema 3.0.4

X(K.) = x(0Ff) = 2x(Fy) = 2.

Portanto, o link K. deve ser uma 2-esfera e pelo Lema 3.0.7(a), Fy é difeomorfa a um
3-disco. O

Observagao 3.1.3. Na Segao 2.4, vimos que a construgao de Looijenga nos permite usar
o exemplo nao-trivial f : (C? 0) — (C,0), f(z,y) = z* + ¢* (vide [4]) como um germe
de aplicagao polinomial real de (R* 0) — (R? 0) para garantirmos a existéncia de um
germe de aplicagao polinomial nao-trivial g : (R%,0) — (R? 0). Portanto, como uma
consequéncia de nossa caracterizacao, concluimos que a respectiva fibra de Milnor de g

nao pode ser simplesmente conexa.

Observagao 3.1.4. Do ponto de vista topologico, é provavel que a hipotese 71 (Fy) = 0 néo
pode ser enfraquecida pela condi¢ao Hq(Fy) = 0 devido ao fato que existe uma variedade
compacta 3-dimensional W que é uma 3-esfera de homologia mas que nao é simplesmente
conexa (exemplo classico dado por Poincaré¢). Assim, W \ intD? é uma variedade 3-
dimensional compacta, cujo bordo é uma 2-esfera, mas que nao é simplesmente conexa.
Contudo, até o momento, nao sabemos se W \ intD? pode ser realizada como a fibra de

um germe de aplicagao f : (R®,0) — (R?,0) com singularidade isolada.
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Neste capitulo, objetivamos caracterizar NS-pares (S°, K) com dim K = 2, e usar tal
caracterizagao para provar a existéncia de germes de aplicagoes polinomiais reais nao-
triviais (R%,0) — (R?,0) com uma singularidade isolada na origem, colocando um fim
ao Problema 2.3.3 proposto por Milnor. Para isso, usaremos ferramentas da geometria e
topologia de espagos de configuracao, conforme [19], e um resultado de L. Funar, apre-
sentado na Segao 2.5 deste trabalho. Mais precisamente, primeiro classificaremos fibrados
E5 — 8% que restritos ao bordo sdo triviais (sendo que a trivializacao é fixada)! e cuja
fibra é a 3-esfera com a uniao disjunta dos interiores de 3-discos removida e em seguida,
mostraremos que as classes de isomorfismo de tais fibrados estao em correspondéncia 1—1
com o segundo grupo de homotopia de um certo espago de configuracao, cujos elementos
correspondem a uma matriz de inteiros anti-simétrica. Entao, mostraremos que um dado
fibrado E° — S? esta associado a um NS-par (S°, K) se, e somente se, a matriz anti-
simétrica é unimodular. Como uma consequéncia, veremos que o numero de componentes
de bordo de uma fibra é sempre impar, o que nos permitird construir muitos NS-pares
(5%, K) nao-triviais, e entao a construgao de Looijenga, que foi apresentada na Secao 2.4,
fornecera germes de aplicagoes polinomiais nao-triviais com uma singularidade isolada na

origem.

Todos os principais resultados deste capitulo estao reunidos em forma de artigo em

[5].

4.1 Classificacao de fibrados

Seja (S°, K?) um NS-par, onde K? ¢ uma variedade 2-dimensional mergulhada na
esfera 5-dimensional S°. Considere a fibragiao associada 7 : S° \ Int N(K?) — S?, onde
N(K?) denota uma vizinhanga tubular fechada de K2 em S°, e denote por F sua fibra, a

qual é uma variedade 3-dimensional compacta cujo bordo é difeomorfo a K?. De acordo

'Uma vez que a trivializacdo for fixada, ndo mais havera mudanca.
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com o Lema 2.3.5, S® nao fibra sobre S?, assim temos K2 # (). Além disso, temos a

sequéncia exata em homotopia
mo(S° \ Int N(K?)) — 73(S?) — m(F) — 71(S° \ Int N(K?)).

Como 7 é trivial sobre o bordo, ela tem uma se¢ao, de modo que o homomorfismo 7,(S%\
Int N(K?)) — m5(S?) é sobrejetor. Mais ainda, S° \ Int N(K?) é simplesmente conexa?.

Portanto, a variedade 3-dimensional compacta F' é também simplesmente conexa.

Pelo Lema 3.0.6, vemos que K? ~ OF consiste de algumas copias de S%. Além disso,
F' é equivalente homotopica a uma esfera 3-dimensional com alguns pontos removidos.
Entao, pelo fato da Conjectura de Poincaré ser verdadeira, temos que F' é difeomorfo a
3-esfera com os interiores de k£ + 1 bolas disjuntas 3-dimensionais removidos, para algum
inteiro nao-negativo k. Dessa forma, denotaremos F' por S?kﬂ) = §3\ UFInt B3. Nesta

secao, classificamos tais fibrados.

E conhecido (ver, por exemplo, [23]) que
Diff(S") ~ O(n + 1) x Diff(B",0B"), (4.1.1)

onde Diff(S™) é o grupo de difeomorfismos da esfera S™, O(n + 1) é o grupo ortogonal
e Diff(B™,0B™) é o grupo de difeomorfismos da bola B™, que restritos ao bordo dB"

coincidem com a identidade.

Seja Diff(S?) o grupo topolégico (munido da topologia C*°) de difeomorfismos de S3.
A Conjectura de Smale afirma que a inclusao de O(4) em Diff(S?), ¢ uma equivaléncia
de homotopia. Desta forma, por (4.1.1), temos que a Conjectura de Smale é equivalente
a: Diff(B?,0B?) ~ x, ou seja, Diff(B?,B?) é contratil, onde B* ¢ a bola 3-dimensional
fechada.

Como tal conjectura foi provada positivamente por Hatcher em [23], temos que Diff (53)

é equivalente homoto6pico ao grupo ortogonal O(4).

Vamos denotar por U**1 B3 a unido disjunta de k + 1 copias de B3, para um inteiro
nao-negativo k. Considere um mergulho padrao de U1 B3 em S? (aplicacao inclusao) e

denote-o por Ji1.

Denotamos por Emb(UF1 B3, 83) o espaco de todos os mergulhos suaves de U B3
em 53 nao necessariamente o padrao, e por Diff (5% U1 B3) o subespago de Diff(S?)
consistindo daqueles difeomorfismos que restritos & U B3 coincidem com a aplicaco
inclusao jj.1. Além disso, denotamos por Diff (S?k 1) 85& +1)) o grupo topoldgico de di-

feomorfismos de S?k +1) que se restringem a identidade no bordo.

O proximo lema segue de [11, Proposigao 1, p. 120].

?Isto decorre da construcdo utilizada para recuperar a esfera na demonstracdo do Lema 2.2.4.
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Lema 4.1.1. A aplicagio canonica Diff(S®, U B?) — Diff (S, ), 0S5, y)) induz iso-
morfismos

mi(Diff (%, UM B?)) — 7y (Diff (S3, 41, 050 1))

para todo i.
Agora considere a aplicagao natural
7 : Diff (%) — Emb(U* B3 S%)

que envia cada difeomorfismo de S® para sua restricao a U1 B3,

O resultado a seguir é uma consequéncia do teorema da fibragao de Cerf-Palais (ver
Observagao 1.2.13, [11, Apéndice|, [41]).

Lema 4.1.2. A aplicacao natural v como acima € a projecio de um fibrado localmente
trivial com fibra Diff(S3, UM B3).

Portanto, pelo Teorema 1.2.11, temos a seguinte sequéncia exata em homotopia

To(Diff(S%),id) — mo(Emb(UM™ B3, S%), jii1) — 7 (Diff(S3, UM B3) . id)
—  m(Diff(S%),id) — 7 (Emb(UF™ B %), jryy) — - . (4.1.2)

Seja Fy11(S?) o espago de configuragao de k + 1 pontos em S3. Esse espago pode ser
naturalmente identificado com Emb({0,1,...,k}, S?).

Lema 4.1.3. O espagco Emb(U* B3, S3) ¢ equivalente homotdpico a Fy1(S3) x O(3)F1.

Demonstragdo. Para um dado mergulho n : UM B3 — 83 associamos o elemento de
Fr11(S%) que envia o i-ésimo ponto para a n-imagem do centro da i-ésima 3-bola. Além
disso, pela associacao da diferencial normalizada de 1 em cada centro, obtemos um ele-
mento de O(3)**1. (Note que o fibrado tangente 7'S® de S ¢ trivial, e fixamos sua triviali-
zacdo.) Entdo, podemos mostrar que a aplicagao Emb(UF B3, S%) — ;1 (S3) x O(3)*!
assim obtida é uma equivaléncia de homotopia. (Por exemplo, ver [11, Apéndice, §5, Pro-

posicao 3|.) O

Relembre que Diff (S?) ~ O(4) e como O(3) e O(4) sao grupos de Lie compactos, temos
pela Proposicao 1.4.4 que m(0(3)) = 0 = mp(O(4)). Além disso, Fiy1(S?) é 1-conexo (ver

[19]). Assim, a sequéncia exata (4.1.2) se transforma em

0 — mo(Frp1(S?)) — m(Diff(S3, UF B3 id) — 71 (0O(4),id) — m (O(3)*™,id) — --- .
(4.1.3)
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Note que m(O(4),id) & Zy e m (O(3)*1,id) = (Z,)**! (para maiores detalhes, ver [24,
p.384]). Escolhendo o mergulho padréo jiy1 de modo que seja equivariante com respeito
as SO(2)-acdes naturais, vemos que o homomorfismo 71(0(4),id) — 71 (O(3)**1,id) envia
o gerador 1 € Zy para (1,1,...,1) € (Zy)**'. Em particular, ele ¢ injetor. Assim, vemos

que o homomorfismo
To(Fri1(S?)) — m (Diff(S*, UF B?) id) (4.1.4)

¢ um isomorfismo.

Por [19], e pelo Lema 2.5.2, temos o seguinte.

Lema 4.1.4. O grupo de homotopia m5(F;1(S%)) € isomorfo a ZF*=1/2,
Note que, para um fibrado suave S3 (k1) < E® — S? com grupo estrutural
lef(S k41)> as(k—l—l ),
sua aplicacao caracteristica € um elemento de
(lef(S (ht1), 05 k+1)) id),

o qual é isomorfo a 7 (Diff(S%,UF1B3),id) = ZF=1D/2 por Lema 4.1.1, isomorfismo
(4.1.4) e Lema 4.1.4.

De fato, dado um tal fibrado suave 7 : E°> — S? pode-se considerar S? = D?UD3, onde
D? i = 1,2, denota o disco fechado 2-dimensional. Como cada D? é contrétil, a restri¢ao
m: 7 Y(D}) — D} é um fibrado trivial com fibra S , ), e temos 7~'(D7) ~ D} x S§ ).

Assim, podemos recuperar o espaco total a partir da colagem
E® = (D7 x S(Skﬂ)) Un (D3 X S(Skﬂ))

para algum difeomorfismo h : 9D3? x S3k+1 — 0D? x S?kﬂ definido por h(t,x) =

(t,a(t)(2)), onde a : S' = 9D* — Diff(Sf, ), 05(,,,)) corresponde a aplicagio carac-
teristica. Portanto, a estrutura do fibrado fica completamente determinada pela classe de
homotopia [a] € m1(Diff (S, ), 9SGy y)).id).

4.2 Caracterizacao de NS-pares

Para um inteiro nao-negativo k, seja

Sty = B> 5 5° (4.2.1)
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um fibrado suave tal que sua restricao ao bordo 8Sf’k ) = OFE® — S? é um fibrado trivial
cuja trivializagao é fixada. Note que o grupo estrutural de tal fibrado é considerado como
sendo Diff (S(?’k L1y 85’& 41y); que age sobre S?k 11 pela identidade sobre seu bordo, uma vez
que a trivializacao da fibragao no bordo esta fixada. Nesta secao, caracterizamos tais
fibrados que surgem de um NS-par (5%, K) com K ~ U152,

Comegamos colando o fibrado trivial UF(B? x S?) — S? ao longo de k componentes
de bordo na fibragio (4.2.1) a fim de obtermos a B3-fibragao

7Y = E°U(UM(B? x §7)) — 52 (4.2.2)

Note que ao colarmos o fibrado trivial U*(B? x S?) — S? na fibracio (4.2.1) ao longo da
fibracao no bordo, usamos a identificacao natural de B? e cada componente de 85&, +1)
junto com a trivializacdo fixada da fibra¢do no bordo. A fibragao resultante (4.2.2) é
trivial, pois, como vimos na Segao 4.1, o grupo estrutural Diff(B?, dB?) é contratil. Por-
tanto, o espago total Y da fibracio (4.2.2) ¢ difeomorfo a B® x S%. Por outro lado, note

que

S = 0B°=0(B*x B?)
= (0B® x B*) U (B* x 0B®)
= (S®x B U(B*x %

e sendo N(S?%) = S? x B3, concluimos que
SP\ N(S?*) = B*x S? =Y.

Entao, colando Bf x S% a Y = B? x S? pela aplicagao 0B3 x S? — 0B? x S? dada por
(z,9) — (y, ), obtemos a esfera S°, onde B é uma copia da bola 3-dimensional fechada.
Considere S2 = xy X S?, onde zy ¢ o centro de Bj, e escreva N(S2) = B x S?, o qual
¢ identificado com a vizinhanga tubular fechada de S em S°. Dessa forma, podemos
identificar o espago Y com o complemento de uma vizinhanga tubular aberta de Si em
S5 isto é,

Y = 5%\ IntN(S3). (4.2.3)

Para fixar a notagio escrevemos U1 B3 = U¥_ B}, e denotamos por x; o centro de B3,
onde consideramos U*B3 = UF_ B3, Também escrevemos S? = x; x S?, i =1,2,... k.

Note que as esferas 2-dimensionais S?, i = 0,1, ..., k, estdo mergulhadas em S° de uma

2

forma padrao. Além disso, cada S?, i =1,2,... k, tem linking number 41 com S2. Nas

discussoes a seguir, orientamos S?, i = 0,1,2. .., k, de tal forma que o linking number de
S? com S? éiguala +1,i=1,2,... k.
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/O_x

905

Figura 4.1: Representacdo de duas fibras distintas da B3-fibracao 7

Para y € S2%, podemos representar a fibra 7 !(y) por B3 x {y}. Assim, é facil ver que
T y) N (U, B2 x §%) = UL (B? x ).

Desta forma, temos UY_, (B} xy) C 7 !(y) =~ B*. (Veja na Figura 4.1, a representacio das
fibras 7! (y1) e ' (y2), para yi, y2 € S? e y1 # yo.) Portanto, para cada y € S? podemos
associar naturalmente um elemento do espaco de configuragao Fy(Int B3) ~ Fj(R?). Isso

define uma aplicagdo classificante ¢ : S* — Fy(R3).
Entao, temos o seguinte.

Lema 4.2.1. As classes de isomorfismo das fibra¢oes como em (4.2.1) estao em corres-
pondéncia 1 — 1 com my(Fp(R?)) = ZFE—1/2 A correspondéncia é dada pela associacdo

com a classe de homotopia da aplicacao classificante c.

Demonstracao. De acordo com o que vimos na Secao 4.1, as classes de isomorfismo dos

fibrados em questao estao em correspondéncia 1 — 1 com
Ty (Fry1(S?)) = my (Diff(S3, UFT1 B3) id).

Por outro lado, é conhecido que m(F;(R?)) é naturalmente isomorfo a mo(Fyy1(S5?)) (ver
[19, p. 38]).

Relembre o fibrado localmente trivial
Diff(S%, UM B%) - Diff(S%) 5 Emb(UF!1 B3, S%)
do Lema 4.1.2, onde ¢ é a inclusao natural. Para a classe de homotopia
[o] € 1 (Diff (SFy 1 1), 05T 1)), id) = my (Diff (S°, U B?), id)

da aplicagdo caracteristica, sua imagem por ¢, se anula em 7 (Diff(S?)), de modo que
existe® uma aplicagao continua & : D? — Diff (S%) que estende to a: ST — Diff(S?). En-
tao, a classe de homotopia de pod : D* — Emb(UM B3, 53) em mo(Emb(UM1 B3, 53))

3Confira o Teorema 1.1.11.
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7o (Fry1(S?)) = mo(Fx(R3)) é a classe correspondente a [a] pelo isomorfismo (4.1.4). Por

construcao, isso coincide com a classe de homotopia da aplicacao classificante c. O

Agora, temos a seguinte questao natural.

Problema 4.2.2. Quais elementos de my(Fx(R?)) = ZF*~1/2 correspondem a um NS-par?

Respondemos esta questao em nosso principal resultado deste capitulo, como segue.

Teorema 4.2.3. O fibrado S?,Hl) — E° 5 S% como em (4.2.1) surge de um NS-par se,
e somente se, det (1k(S?,5%)) =1, onde 1k(S?,5%) = 0 para todo 1 < i < k, por

CONVENCaO.

1<i j<k

Relembre que, de acordo com o Lema 2.5.2, um fibrado (4.2.1) corresponde a um

elemento de ZF¢+-1/2,

o qual é representado pela matriz k£ x k anti-simétrica e cujas
entradas sdo inteiros, (Ik(S7?,S?))1<i<j<k, onde lk denota o linking number em S° e as

orientagoes de S° e de S?, i =1,2,...,k sao fixadas.
O resto da secao ¢é dedicado a prova do teorema acima.

Considere o fibrado como em (4.2.1). Fixamos a trivializagao da fibragdo no bordo, e
escrevemos OE° = UY_ (K; x 5%), onde K; ~ S? sdao as componentes de bordo da fibra
S ?k FEINC sao orientadas de tal forma que o ciclo representado por K, ¢ homologo a soma dos
ciclos representados por K;, i =1,2,... k. Seja X° = E° U (UF_,(K; x B?)) a variedade
fechada 5-dimensional obtida da colagem de E° e UE_(K; x B?) ao longo de seus bordos,

de tal forma que a projecao natural
Uio (K x (B*\ {0})) — §°

se estende para uma fibragdo suave X° \ K — S? onde K = UF ((K; x {0}). Note

3

que, nesta notagao, K; é identificado com 05y,

1 =1,2,...,k, e Ky é identificado com
* x S2 C OB x S2. E importante observar que a maneira como K; x B? sdo atachadas a

E® ¢ muito diferente daquela feita na construgao de Y C S° em (4.2.2).

Observagoes 4.2.4. (a) A fibra S?k+1) tem o tipo de homotopia de um wedge de 2-esferas
k

\/ Sf, consequentemente
i=1

Z, se q =0,
Hq(S?kH)) = Zka se q = 2,

0, caso contrario.
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k1
(b) Sabendo que E° N (UF_(K; x B3)) = 0E% = UL (K, x OB3) = |_| 5% x S% temos

7M1 se ¢ = 0,4,
H (U (K; x 0B)) = { 220+ se g = 2,

0, caso contréario.

(c) Aplicando a sequéncia exata de Wang (ver Proposigao 1.2.12) para a fibra¢ao F' —
E5 — 5% obtemos (iniciando em g = 4)

— H4(F> — H4(E5) — H2(F>
—  H3(F) — H3(E®) — H\(F)
—  Hy(F) — Hy(E°) — Hy(F)
— H{(F)— H{(E®) =0
— Hy(F) — Hy(E®) — 0
Consequentemente,
Z, se q =0
Zk+1 =9
H,(E®) = e
ZF, se q =4

0, caso contrario.

O Teorema 4.2.3 é uma consequéncia dos Lemas 4.2.5 e 4.2.6 abaixo.

Observe que, por construcao, se X° é difeomorfa a S°, temos um NS-par (X?°, K) por
definicao. Além disso, como uma consequéncia da Proposicao 1.2.24, juntamente com o

item (1) das Observagoes 1.2.25, podemos enunciar o resultado a seguir.

Lema 4.2.5. O fibrado © como em (4.2.1) surge de um NS-par se, e somente se, X° ¢

equivalente homotdpico a S°.

Pelas observacoes supracitadas e pelo fato de X ser simplesmente conexo, é suficiente
estudar o grupo de homologia Hy(X?®). Entao considere o seguinte pedaco da sequéncia

exata de Mayer-Vietoris:
Hy(UF_(K; x 0B%)) & Hy(EP) @ Hy(UE (K x B®)) — Hy(X?) — 0, (4.2.4)

onde o homomorfismo p = (i1., —is.) ¢ induzido pelas inclusdes i; : U¥_(K; x 0B%) — E°
€ iy : Usz(KZ X 833) — Usz(Kl X Bg)

A Figura a seguir nos ajuda a entender as imagens dos elementos de Ho(UF_o(K; x

9dB?)) pelo homomorfismo p. Contudo, ela retrata a situagao em S® e nao em X°.
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A fim de descrever o homomorfismo p, vamos fixar bases dos grupos de homologia. Na
sequéncia, para um ciclo ¢, denotamos por [c] a classe de homologia representada por c.

Primeiro, temos

Hy(UF_(K; x 0B®)) = @F  H,(K; x 0B®)

e cada Hyo(K;x0B3) = Z&®7Z é gerado por [K; x| e [y;x9B3],ondey; € K;,i=0,1,...,k.

Além disso, temos

H2<U§:0(Kz‘ X B3)) = ®§:0H2(Ki X B3)

e cada Ho(K; x B3) = 7 ¢é gerado por &; = [K; x %], x € B3 i =0,1,..., k. Por outro

lado, usando as identificagdes para Y apresentadas em (4.2.2) e (4.2.3), temos
E? = $7\ (UiZy Int N(S7)),

onde N(S?) = B} x S? é a vizinhanca tubular fechada de S? em S° e S? = z; x S,
i=1,2,...,k, sdo os duais de Hopf de S?. Portanto, pela dualidade de Alexander temos

Hy(E®) = H*(UF_ Int N(S?)).

Uma vez que N(S?) = B} x S? podemos tomar os geradores p; = [0B} X *| € Hy(E?),
* € 5%, e Hy(E®) é gerado livremente por u;, i = 0,1,..., k. Aqui, orientamos y; de tal
forma que o linking number de p; com S? é igual a +1. Observe que p; = 1. ([K; X %)

para i = 1,2,...,k, e 0; = @9 ([K; X %|) para i = 0,1,..., k. Portanto, as imagens dos



60 Novos exemplos de NS-pares

geradores pelo homomorfismo p podem ser escritas como segue.

p([Ko x {*}]) = pu+pa+ -+ — d,

p([K; < {}]) = -0 (1<i<h),

p(lyo x 0B°]) = po +0,

ply; x 0B%]) = Y (S}, SHm+0 (1<j<h).

0<i<h,ij

Assim, com respeito as bases acima, o homomorfismo p é representado pela seguinte

matriz:
0 0 --- 0 1 1 .- 1
1 1 -~ 0 0 ay - - ayp
1 0o --- 1 0 ap - - G
R = , (4.2.5)
-1 0 0 0 O 0
0 -1 0 0
0 o --- -1 o 0 --- 0

onde a;; = 1k(57,87), i # j, 1 <14,j < k e a;; = 0. Observe que a; = —aj;.

Lema 4.2.6. A variedade 5-dimensional X° € equivalente homotopica a S° se, e somente
se, det R = +1.

Demonstracao. Se X é equivalente homotoépica a S®, entao seus segundo e terceiro grupos
de homologia devem se anular e portanto o homomorfismo p deve ser um isomorfismo, o
qual implica que det R # 0. Como R é uma matriz de inteiros cuja inversa também o é,

temos que R é unimodular, ou seja, det R = +1.

Reciprocamente, se p é um isomorfismo, pela sequéncia (4.2.4), temos Hy(X?) = 0.

Uma vez que X° ¢ simplesmente conexa, H;(X®) = 0. Pela dualidade de Poincaré, temos

Assim, vemos que X® tem a homologia da S°. Entao, pelo Teorema de Whitehead (ver

Teorema 1.1.9), X° é equivalente homotopica a S°.

Isso completa a prova do Lema 4.2.6 e, assim, o Teorema 4.2.3 esta provado. O]
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Corolario 4.2.7. Se o fibrado S?kﬂ) — E5 — S? como em (4.2.1) surge de um NS-par,

entao k deve ser par.

Demonstrac¢ao. Uma matriz anti-simétrica de ordem k tem determinante nao nulo apenas

se k é par. O

A seguinte proposi¢ao segue da construgao de Looijenga, vista na Sec¢ao 2.4, e do

resultado anterior.

Proposigao 4.2.8. Para todo inteiro par k > 0, existe um NS-par (S°, Lyy1) com Ly,
sendo difeomorfo & unidao disjunta de k + 1 cdpias de S?, e existe um germe de aplicacao
polinomial f : (R 0) — (R3,0) com um ponto critico isolado na origem tal que o NS-
par associado € isomorfo a (S°, Lyy18(—Lyy1)). Em particular, Ly18(—Lgy1) consiste de

2k 4+ 1 componentes conezas.

Demonstracao. Primeiro, note que para cada inteiro positivo par k, existe uma matriz

de inteiros anti-simétrica de determinante 1. (Por exemplo, considere a soma direta da

(5)

e suas copias.) Agora lembre que o elemento (lk(Sf, 5]2))

matriz

1<ij<k corresponde a um fibrado
como em (4.2.1). Entdo, do principal Teorema 4.2.3, existe um NS-par (S5, L) associ-
ado a tal fibrado e, consequentemente correspondente & tal matriz. Desta forma, pode-se

aplicar a construgao de Looijenga e o resultado segue. O]

Apos todos esses resultados, estamos prontos para responder a questao do Milnor sobre

nao-trivialidade (Problema 2.3.3) para o par de dimensoes (6,3) como segue.

Corolario 4.2.9. Dado um germe de aplicacao polinomial como na Proposicao 4.2.8 com

k >0, a fibra da fibracao de Milnor associada nao € difeomorfa a um disco.

4.3 Uma generalizacao para dimensoes altas

Podemos generalizar a construgao da Secao 4.2 em dimensoes altas como segue, a fim
de obtermos novos exemplos nao-triviais de germes de aplicagoes polinomiais reais com

uma singularidade isolada.

Seja n > 3 um inteiro. Para um inteiro nao-negativo k, seja S& 4y @ esfera n-

dimensional S™ com o interior da uniao disjunta de k£ + 1 copias de discos n-dimensionais
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removido. Nesta secao, construiremos um fibrado suave
Sy = B> 715 57
tal que a restricao ao bordo
O 1) — OB 5 S

é um fibrado trivial cuja trivializacao esta fixada, e tal que ele surge de um NS-par
(Sanl’anl»

Considere A = (a;;) uma matriz de inteiros (—1)"-simétrica de ordem k X k tal que as
entradas da diagonal sao todas nulas. Seja Sy &~ S"~! uma (n — 1)-esfera orientada, trivi-
almente mergulhada em S?"~!. Entao, existem (n — 1)-esferas orientadas S; suavemente

mergulhadas em S?"~ ! i =1,2,...,k, tal que
(1) S; nado intersecta Sy,
(2) S; tem linking number +1 com Sy,
(3) o linking number 1k(S;, S;) = a;;, @ # j.
Tais mergulhos existem (por exemplo, veja [21]). Note, entao, que
B2 = §21\ Uk Tnt N(S))

fibra naturalmente sobre S™ ! de tal forma que a restri¢io ao bordo é trivial. (Mais
precisamente, considere a sub-fibracdo associada do fibrado trivial S?"~!\ Int N(Sy) ~
B" x S"~! — S"~1) Entao, pela mesma construgao da Secdo 4.2, obtemos um objeto
(X1 K"1) onde X?"~! é uma variedade suave fechada (2n — 1)-dimensional, X2*~1\
Int N(K") ¢ difeomorfo a E**~*, e ele fibra sobre S"~! com fibra S , |, de tal maneira
que a aplicagao projecao é compativel com a trivializacao da vizinhanca tubular fechada

N(K™1'). Entao temos o seguinte.

Lema 4.3.1. A variedade X?"~! ¢ uma (2n — 1)-esfera de homotopia se, e somente se,
det A = £1.

Demonstracao. Uma vez que S&H) tem o tipo de homotopia de um buqué de k esferas
(n—1)-dimensional, ¢é facil ver que E?"~! e portanto X?"~! ¢ (n—2)-conexa. Desta forma,
H;(X?*»1) = 0,4 =1,...,n — 2. Pela dualidade de Poincaré, temos que H;(X*"!) =
0,j=n+1,...,2n — 2. Assim, X?"~! é uma (2n — 1)-esfera de homotopia se, e somente
se, H,_1(X?"7!) se anula. Entao, um argumento usando uma sequéncia exata de Mayer-

Vietoris, como na segao anterior, conduz ao resultado desejado. O]
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Combinando isso com a construcao de Looijenga, temos o seguinte.

Corolario 4.3.2. Sejan > 3 um inteiro. Para todo inteiro positivo k com k =1 (mod 4),
existe um NS-par (S?"71, L) com Ly sendo difeomorfo & unidao disjunta de k copias
de S"71) e exmiste um germe de aplicagio polinomial f : (R* 0) — (R™ 0) com uma
singularidade isolada em 0 tal que o NS-par associado € isomorfo a (S* ', Lif(—Ly)).

Em particular, Lyf(—Ly) consiste de 2k — 1 componentes conezxas.

Note que a fibra de Milnor associada é difeomorfa & S(”%_l) e é equivalente homotopica

ao buqué de 2k — 2 copias da (n — 1)-esfera.

Demonstra¢ao do Coroldrio 4.3.2. Seja ¢ = (k — 1)/2, o qual é um inteiro par néo-
negativo. Existe uma matriz A de inteiros, (—1)"-simétrica de ordem ¢ X ¢ com de-
terminante +1. Por Haefliger [21], existe um mergulho UF_ S~ em S?"~! tal que cada
componente esta trivialmente mergulhada, S~ linca uma vez com Sy para todo i > 0,
e a matriz (Ik(S"*, Sf‘l))lgmg coincide com A, onde cada S!"~' é uma copia de S"!
e o linking number 1k(S"*, S* ') =0, =1,2,...,¢, por convenciao. Em seguida, pela
construcao acima, obtemos a esfera de homotopia X?"~!, na qual a uniao disjunta de ¢+ 1
copias da (n — 1)-esfera estd mergulhada. Sendo n > 3, segue dos Lemas 1.2.26 ¢ 1.2.27
e do Teorema 1.2.22 que a soma conexa X 2"~ 1#(—X?""1) ¢ difeomorfa a S?"~!. Portanto,
pela construgao da soma conexa, obtemos um NS-par (S?"~1, L), onde L;, é difeomorfo &
uniao disjunta de 2¢+1 = k copias de S"~ L. Entao, aplicando a construcao de Looijenga,

obtemos a conclusao desejada. O]
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E conhecido que para um germe de funcdo holomorfa f : (C**! 0) — (C,0) com uma
singularidade isolada na origem, a fibra de Milnor F; tem o tipo de homotopia de um
buqué (ou wedge) de esferas n-dimensionais. Por completitude, apresentaremos a prova de
tal resultado na Secao 5.2. Para germes de aplicagoes polinomiais reais com singularidade
isolada, nao podemos esperar, em geral, um tal teorema do buqué, como pode ser visto

na secao a seguir.

Contudo, apresentamos neste capitulo (ver também |5, Segao 5|), condigoes suficientes
para garantirmos que uma fibra de Milnor real é equivalente homotopica a um buqué com

um ndmero nao-nulo de esferas.

5.1 Spinning para né fibrado

Pela construgao do “twist spinning” na Sec¢ao 2.4 (ou veja [51] para mais detalhes),
pode-se construir um NS-par (5%, K?) tal que o grupo fundamental da fibra nao é um
grupo livre. Entao a construcao de Looijenga conduz a um germe de aplicagao polinomial
nao-trivial (R%,0) — (R?,0) com uma singularidade isolada na origem, tal que a fibra de
Milnor nao tem grupo fundamental livre. Consequentemente, a fibra de Milnor nao tem
o tipo de homotopia de um buqué de esferas. Agora, aplicando uma vez a construcao
“spinning” explicada na Segdao 2.4 para (S, K?), obtém-se um exemplo nao-trivial em
dimensdes (6,2) tal que a fibra de Milnor nao é equivalente homotopica a um buqué de
esferas. Realizando tais procedimentos indutivamente, pode-se construir exemplos em
todos os pares de dimensdes (n,2), n > 5, tal que a fibra de Milnor ndo tem o tipo de

homotopia de um buqué de esferas.

Na sequéncia, a fim de obtermos exemplos em altas dimensoes, usamos a constru-

¢ao “spinning” devida a Artin [7]. Para um melhor entendimento, vamos relembrar a
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construgao. Sejam (S™, K¥) um NS-par com K* # @ e 7 : S™\ K¥ — Sm=k-1 g fi-
bragao associada. Denotamos a fibra da fibragao S™ \ Int N(K*) — S™*=1 por FF*1
onde N(K*) é a vizinhanga tubular fechada de K* em S™. Consideramos um ponto
q € K* e uma pequena vizinhanga m-disco D em S™ tal que (D, D N K*) ¢ difeomorfo
ao par de discos padrao (D™, D*) e tal que 7 restrito a D\ (D N K*) é equivalente
A fibragao padrao D™ \ DF — S™m~%~1  Entdo, consideramos o espaco quociente de
(S™\ Int D, K* \ (Int D N K*)) x S, onde para cada z € 9D, os pontos da forma
(z,t) sdo identificados a um ponto para todo t. Esse tipo de construcao é chamado spin-
ning. Como resultado, obtemos o par (S™!, K*t1) onde K*! ¢ uma subvariedade de
S™*! de dimensao k + 1 mergulhada suavemente. Por construcao, existe uma fibracao
7o S\ KR+ 5 §m—k=1 que se restringe a 7 sobre (S™ \ (Int DU K*)) x {t} para cada
t € S'. E simples ver que (5™, K¥*1) & um NS-par. Ele é chamado o spun do NS-par
(5™, K*). Note que a fibra F*+2 da fibragao S™*' \ Int N (K*+1) — S™~*=1 ¢ difeomorfa
a variedade (k + 2)-dimensional obtida de F**! x St identificando, para cada x € A*,
os pontos da forma (z,t) com um ponto para todo ¢, onde A* é um k-disco mergulhado
em JF*1 (perto de ¢). Note que os grupos fundamentais de 5™\ K* e ™1\ K*! s3o

isomorfos, e que F**! e ['*+2 também tém grupos fundamentais isomorfos.

5.2 Buqué de esferas - caso complexo

Uma vez que estaremos utilizando ferramentas da Topologia Algébrica, faz-se neces-

sario relembrarmos alguns resultados.

Primeiro, notemos que a esfera S" ! é orientada como o bordo de D", isto é, a
classe fundamental [S"'] € H, ;(S"!) ¢ definida por [S"7!] = 4&([D", S""!]) onde
§: H,(D", 8" ) = H, 1(5™') é 0 homomorfismo conectante na sequéncia exata longa
para o par (D", S"71).

A aplicagao de Hurewicz p : m,(X) — H,(X) é definida por p([¢]) = ¢«([S"]), onde
¢ : S™ — X representa um elemento de m,(X), [S"| € H,(S™) = Z ¢é o gerador (dado
pela orientagao natural de S™) e ¢, : H,(S™) — H,(X) a aplica¢do induzida.

«

Um outro fato importante é que as inclusoes X, — \/Xa induzem o isomorfismo

1%

PH,(X.) — Hy(\/X.). (5.2.1)
J& vimos na Secao 2.2 que a fibra Fy da fibracao de Milnor associada a um germe
de fungao holomorfa ¢ : (C"*' 0) — (C,0) com uma singularidade isolada na origem é

equivalente homotépica a um buqué de esferas n-dimensionais.
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A seguir, apresentaremos o enunciado e a prova deste resultado conforme [39, pp.57-
58|.

Teorema 5.2.1. A fibra Fy tem o tipo de homotopia de um buqué de esferas da forma
StV eV ST

Demonstragao. Inicialmente, note que o grupo de homologia H,,(Fy) é abeliano livre, pois
Fy tem o tipo de homotopia de um CW-complexo de dimensao n (para maiores detalhes,
ver [24]). Para n > 2, temos, pelo Lema 2.2.2 e pelo Teorema 1.1.7, que 7, (Fy) = H,(Fp).
Logo, m,(Fy) ¢ abeliano livre. Assim, é possivel escolher um numero finito de aplicagoes
(S™, x9) — (Fy,yo) para formar uma base, onde zy e yo sdo pontos base. A wedge das
aplicacoes escolhidas é a aplicagao S™ V ---V S™ — Fp, a qual induz um isomorfismo de
grupos de homologia (pois a induzida em homologia aplica gerador em gerador conforme
discussao feita no inicio desta segdo) e portanto, pelo Teorema de Whitehead, é uma

equivaléncia de homotopia.

Para o caso n = 1, lembre que uma variedade com bordo tem o mesmo tipo de
homotopia do seu interior. Desta forma, podemos considerar F'y, a qual sendo uma
superficie compacta, orientavel e com bordo nao-vazio, tem o tipo de homotopia de um

buqué de circulos (ver detalhes na Subsegao 5.3.1). O

A figura a seguir representa um buqué de esferas de mesma dimensao.

5.3 Teorema do Buqué - caso real

Ao longo desta se¢ao consideramos f : (R",0) — (RP,0), n > p > 2, um germe de

aplica¢ao polinomial com uma singularidade isolada na origem e a fibragdo de Milnor (o
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“tubo de Milnor”),
FofisEhHnBr— S,

onde 0 < § < ¢ < 1. Denotamos por Fy sua fibra e por 5; = rank H;(Fy) seu j-ésimo

numero de Betti.

Nas seguintes subsegoes, consideramos os pares de dimensoes (2n,n) e (2n+ 1,n), e
estudamos condigoes para uma fibra de Milnor ter o tipo de homotopia de um buqué de
esferas. Também estudamos os pares de dimensdes (2n,p) e (2n+ 1,p) com 2 < p < n

usando a composi¢cao com uma projecao.

5.3.1 O caso (2n,n)

Considere f : (R*,0) — (R",0), n > 2, f(z) = (fi(x), f2(x),..., fn(z)), um germe
de aplicacdao polinomial com uma singularidade isolada na origem. Note que S?"~! nao
fibra suavemente sobre S™~'. Portanto, neste caso, Fy é uma variedade n-dimensional
orientavel, compacta, com bordo nao-vazio e m;(Fy) = 0 para i = 0,1,...,n — 2. Visto
que OFy # (), temos H,(Fy) = 0. Além disso, como F} & orientavel, a homologia H,_1(FY)
¢ livre de tor¢ao. Entdo, pela Proposigao 1.3.3, item (i), temos 3,-1 = (—1)"deg,(V f1).

No caso especial n = 2, as fibras sao superficies orientaveis, conexas, compactas, com
bordo nao-vazio. Mas, qualquer superficie nessas condi¢oes tem o tipo de homotopia de
um wedge de circulos (buqué de 1-esferas). De fato, qualquer superficie orientavel, com-
pacta com bordo é homeomorfa a um disco com faixas grudadas. Mais precisamente, as
extremidades das faixas sdo grudadas ao disco ao longo do bordo (sem que haja sobrepo-
si¢ao). Como o disco pode ser contraido, o resultado segue. Maiores detalhes podem ser

encontrados em [36, Segao 12, p.43] e parte da figura a seguir foi retirada de [36, p.44].

Method of pasting strips to a disc.
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Além disso, para n = 3, vimos na Secao 4.1 que as fibras sao difeomorfas a S?k +1) bara
algum inteiro nao negativo k, e assim, elas sao equivalentes homotopicas a um buqué de
2-esferas. Portanto, podemos assumir que n > 4. Note ainda que se degy(V f1) = 0, ent@o
a fibra de Milnor é contratil.

Segue do teorema de Hurewicz que o homomorfismo de Hurewicz
Pn—1: 7Tn—l(Ff) - Hn—l(Ff) =~ 7

¢ um isomorfismo. Entao, para cada gerador v; € H,_,(Fy) = ZP— existe uma aplicacio
continua p; : S"' — Fr,i=1,2,..., 0, 1, tal que v; = pu_1([¢i]) = (¢:)«([S"]), onde
(S~ € H,,_1(S"!) 2 Z & a classe fundamental (dada pela orientagdo natural de S™~1).
Portanto, temos a aplicacao continua

Brn-1
p:\ S > Fy

obtida pelo wedge das aplicagoes ¢; : S"! — Fy, parai = 1,2,..., 8,1, a qual é uma
equivaléncia de homotopia pelo teorema de Whitehead. Desta forma, acabamos de provar

o seguinte.

Proposigao 5.3.1. Seja f : (R*,0) — (R™,0) um germe de aplicagiao polinomial com
uma singularidade isolada na origem, n > 2. Dado f(z) = (fi(x), fo(x),. .., fu(x)), um

representante do germe f, temos o sequinte.

(i) Py = (=1)"dego(V f1).

(i) A fibra de Milnor Fy tem o tipo de homotopia de um buqué de esferas (n — 1)-

dimensionais
anl

n—1
Vs
i=1

o qual representa um ponto quando [,_1 = 0.

Para n > 4, segue do Teorema 2.3.4, item (b), que em todos os pares de dimensoes
(2n,n) existem exemplos nao-triviais. No entanto, esses exemplos nao-triviais devidos
a Church-Lamotke [12| tém fibras de Milnor contrateis (com links nao simplesmente
conexos). Por outro lado, conforme nossa construgao na Segao 4.3 (mais precisamente,

Corolario 4.3.2) e o Teorema 2.3.2, obtemos o seguinte.

Corolario 5.3.2. Para cada par de dimensdes (2n,p), 2 < p < n, eziste um germe de
) = (RP,0) tal que a fibra de
Milnor é, a menos de homotopia, um buqué de esferas (n—1)-dimensionais com o nimero

de esferas igual a |degy(V f1)| > 0, onde f(z) = (fi(x), fo(z),..., fp(x)).

aplicag¢ao polinomial real com singularidade isolada (R*",0) —
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Demonstrag¢ao. O Corolario 4.3.2 garante a existéncia de germes de aplicagoes polinomi-
ais reais com singularidade isolada (R*",0) — (R",0) que sao nao-triviais. Pela Propo-
sicao 5.3.1, a fibra de Milnor desses exemplos tem o tipo de homotopia de um buqué de
um ntmero positivo de esferas (n — 1)-dimensionais. Agora, aplicando o Teorema 2.3.2,
vemos que o tipo de homotopia da fibra é preservado apds composicao da aplicagao com

a projecao. ]

Observagao 5.3.3. Note que no caso de germes de aplicagoes polinomiais reais com singu-
laridade isolada, (R?",0) — (R?,0), provenientes de germes de fungoes holomorfas, a fibra
de Milnor associada tem o tipo de homotopia de um buqué de esferas (n—1)-dimensionais.
No entanto, os exemplos referidos na Proposicao 5.3.1, n > 3, nao vém, necessariamente,

de ambiente complexo.

5.3.2 O caso (2n+1,n)

Observe que pela Proposi¢ao 1.3.3, item (7i), nesses pares de dimensdes, a fibra nao
pode ter o tipo de homotopia de um buqué de esferas de mesmas dimensoes. Entao, surge

a pergunta natural:

Sob quais condigbes podemos garantir que a fibra tem o tipo de homotopia de um buqué
de esferas de diferentes dimensoes?

Para responder esta pergunta, considere agora f : (R*"*! 0) — (R",0), n > 3, um
germe de aplicagao polinomial com uma singularidade isolada na origem. Neste caso,
a fibra de Milnor Fy é uma variedade (n + 1)-dimensional, compacta, orientavel, com
bordo nao-vazio e é (n — 2)-conexa. Entao, H,1(Ff) = 0, H,(Fy) é livre de torcao
e, pela Proposigao 1.3.3, 8, = f,_;. Suponha que H,_;(F}y) é livre de torcao. Entao,
temos H, 1(Fy) = ZP— = H,(F}). Pelo teorema de Hurewicz (Teorema 1.1.7), os

homomorfismos de Hurewicz

ot Ty (Fy) = H, g (Fy) =2 20

Pn : 71'n(Ff) — Hn(Ff) =~ 7P

sao sobrejetores. Entao, por um argumento similar aquele usado no caso (2n,n), podemos

construir uma equivaléncia de homotopia
ﬁnfl 577,71
0 (\/ S") Vv (\/ s"1> — Fy.

Assim, acabamos de provar o seguinte resultado.



5.3 Teorema do Buqué - caso real 71

Proposigao 5.3.4. Seja f: (R*"*10) — (R",0), n > 3, um germe de aplicag¢ao polino-
mial real com singularidade isolada. Entao, o (n—1)-ésimo grupo de homologia H,_(Fy)
da fibra de Milnor € livre de tor¢ao se, e somente se, Fy tem o tipo de homotopia de um

buqué de esferas da forma

Bn-1 Bn—1 Bn—1
(\/ S”‘l) v (\/ sn> = \/ (8" v,

o qual representa um ponto quando B,_1 = 0.

A figura a seguir representa um buqué de esferas de diferentes dimensoes.

Mais uma vez considerando a nossa construcao na Sec¢ao 4.3 e o Teorema 2.3.2, obtemos

o seguinte.

Corolario 5.3.5. Para cada par de dimensoes (2n + 1,p), 2 < p < n, existe um germe
de aplicacao polinomial real com singularidade isolada (R**1 0) — (RP,0) tal que a fibra
de Milnor €, a menos de homotopia, um buqué de ¢ copias da esfera n-dimensional e £

copias da esfera (n — 1)-dimensional com £ > 0.

Demonstracao. Para n > 3, isto ¢ uma consequéncia da Proposicao 5.3.4. Para n = 2,
comegamos com um né fibrado nao-trivial (S*, K). Entao, seu spun (S, K ) é um 2-n6
fibrado nao-trivial, e sua fibra é obtida do spinning de uma superficie com bordo e de
género positivo. Portanto, a fibra de (S, K ) tem o tipo de homotopia de um buqué de

um numero positivo de circulo e 2-esferas. Isso completa a prova. ]
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5.4 Aplicagao k-stairs

Dado um germe de aplicagao polinomial f : (R™,0) — (R?,0),n > ¢ > 1, com uma sin-
gularidade isolada na origem, dizemos que um germe de aplicacao
F : (R",0) - (RP,0), 1 < q < p, é uma aplicagio (p — q)-stairs para f se exis-
tem germes de funcées polinomiais g; : (R",0) — (R,0), ¢ +1 < j < p, tais que
F(x) = (f(x), 9g+1(2), gg42(x), ..., gp(z)) tem uma singularidade isolada na origem. Se

p = q, entao por defini¢ao, temos que F'(x) = f(z) e f é sua propria aplica¢ao 0-stairs.

Corolario 5.4.1. Seja f : (R",0) — (R?,0), n/2 > p > 2, um germe de aplicagdo

polinomial com uma singularidade isolada na origem. Entao temos o sequinte.

(i) Se n é par e f admite um germe de aplica¢iao (n/2 — p)-stairs, entdo a fibra de

Milnor € equivalente homotdpica a um buqué de esferas (n/2 — 1)-dimensionais.

(it) Suponha n impar e que Hy(Fy) € livre de tor¢ao para k = (n — 1)/2 — 1, onde Fy
denota a fibra de Milnor. Se f admite um germe de aplica¢io ((n — 1)/2 — p)-
stairs, entao a fibra de Milnor é equivalente homotopica a um buqué de esferas k- e

(k + 1)-dimensionais, onde os nimeros de esferas sao iguais.

Demonstracao. Basta aplicar as Proposicoes 5.3.1, 5.3.4, e o Teorema 2.3.2. O
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